C. R. Acad. Sc. Paris, t. 272, p. 1715-1718 (28 juin 1971). Série A

EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Le contréle optimal de systémes
gouvernés par des équations différentielles héréditaires affines. Note (*) de

MM. Micuer Drcrour et Savxsov Mirrer, présentée par M. Jean Leray.

_ Théoréme d’existence et d’unicité et caractérisation de la commande optimale.
Iitude de l'opérateur de « feedback ».

1. FormuraTioN pu ProBLEME. — Cette Note fait suite & deux Notes
précédentes [('), (*)] sur les systémes différentiels héréditaires. Nous
supposerons donc connues les notations et définitions de ces derniéres.
Si H, et H, sont deux espaces de Hilbert la transformation adjointe
de Se £ (H,, H,) sera notée S*. Soient H et K deux Hilberts et ( | ),
et (| )x leurs produits scalaires respectifs. Nous considérons le systéme
affine a valeurs dans H :

M EO=2m0zO0 X AOCD )+ [ A0 o ()
FB@Oo@ 4O pop dans[0,T] et 2(0) = h(0),

ouw heM?(—b,0; H), feL*(0,T; H), BeL" (0, T; 2 (K, H)), A et
Ai(i=1, ..., N)sontdans L” (0, T; ¢ (H)), Asy€L” (0, T; — b,0; £(H)),
et veL?® (0, T; K) est la commande. La solution z (. ; k, v) de (1) existe, est
unique et ’application (h, v) —~a (., h,v): M* (—b,0; H) X L* (0, T; K) — AC*
(0, T; H) est affine et continue (*). Nous associons au couple (v, h) la
fonction colt J (v, h) donnée par

@ @@ o) FoTho)+ [ @6k QOTEh )+ 06 NG )] ds

+2[ (u(s)[m(s))ds+2f (@ (s; b, ) | g (5)) ds,

ou gel2(0, T; H), melL*(0, T; K), Fe£(H), QeL” (0, T; 2(H)),
NeL” (0, T; £ (K)), F, Q(s) et N(s) sont des transformations symsé-
triques positives et il existe une constante o > Otel que | (N (s) | w)x | > [ o |k
pour tout €& K et s€[0, T]. Puisque nous utilisons les espaces de Hilbert
M? (— b, 0; H) et AC* (0, T; H) (*) nous pouvons donc résoudre ce probléeme
par la méthode directe de Lions (*). Les seules modifications sérieuses
proviennent de ’absence de la condition de coervicité pour les opérateurs
Aoo, A; et Aos.



(2)
2. EXISTENCE ET CARACTERISATION DE LA COMMANDE OPTIMALE.

TutorkMmE 1. — Pour chaque h il existe une et une seule commande u
qui minimise J (¢, h) dans L* (0, T; K). La commande u est complétement
caractérisée par Uidentité

u(@)=—N(@E*[BE*p(s)+m@)] p.p. dans [0, T},

ot (p, z) est Punique couple solution dans AC* (0, T; H) du systéme suivant :

i=1

g %—?(t) = Aw () z (1) +§E Al () (Ro z). (0) +[:Am (¢, 8) (o ). () d
® , —BONOBOPO+mOI+[O p.p. dans [0,T]
( % (0) =k (0),
@ %1;0 O+ A @*p () +§; As (t — 0)* p, (8) + f_ Z Aoy (I — 6, B)* p, (0) db
+QMzW)+gW®=0 p.p.dans [0,T] e p(T)=TFaz(T),

ou, pour tout y : [0, T] — H, t€[0,T] et 6€I(— b, 0), y.(9) est égal a
yt—0)sit—0LTet0stt—06>T. m

3. DEcouPLAGE ET L’OPERATEUR DE & FEEDBACK » P (s,71). — Nous

posons
FO=fO—BON@GO ' m@® e RO=BONGO'BO*

Dans la proposition suivante il est implicite que pour un systéme défini
dans [s, T] Iapplication mémoire (hox), (8) est égale & (¢4 0) si t 40>
et h(t4+0—s)sii+06<s.

Prorosition 2. — Soit (z, p) le couple solution du systéme (3)-(4). Alors
pour toute pair s <t dans [0, T] :

®) pO)=D(s)(hox) +d( 3),
ot D (t,s) et d(t,s) sont définis par les régles suivantes :
(1) nous résolvons le systéme
ds y :
G)) 7+ = A (B @) ‘|‘2 Ai(r) (e B)- (9) +fbA01 (r, 0) (R o ), (0) db
—R@®r@® ;)_ p. dans [s, T] et B(s) =h(0),
@ T XA 0) + S Aue—s 0@ a
+ A (Y (M) +Q@WBE =0 p.p.dans [5,T] et v(T)=FE(D),

alors D (t,s) h =7 (t), t€[s, T];
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‘1) nous résolyons le systéme

®) Z—‘f(r) = Aw (N0 (1) + X, A () (00m)- (0) + f_ Ao 9 (00 m)- (9 db

i=1

—R@E@ +f () p.p.dans [s, T] e n(s)=0,
O FO+RAC—0E0) + j Aoy (r— 8, 0%, (8) dO + g ()
=1 —b

F+ A ()*:(@) + Q@ n(r) =0 p.p. dans [s, T] et E(T) =Fn (D),

alors d (t,s) =& (1), t€[s, T]. m

D#rinition 3. — Pour tout s€[0, T] et €l (— b,0), nous posons
P (s,1) = D (s —1,s) [resp. r(s,7) = d(s —,s)]pour ,€[s—T,0]n 1[(—5,0)
et P(s,7) =0 [resp. r(s,7) = 0] sinon. =

Prorosition 4. — Pour tout n€l(— b,0)N[— T, 0] et pour tous h
et h dans M*(— b, 0; H) Papplication s+ (h|P (s,7)h):[0,n - T] > R
est continue. W

4, L’oréraTEUr II (8) ET LE MINIMUM DE LA FONCTION coUT. — L’iso-
morphisme isométrique y () entre M* (— b, 0; H) et HXL*(—b, 0; H) per-
met dedécomposerl’opérateur P(s, ) comme P(s,7) h=P°(s, 7)) h°+ P*(s,7) h',
ou 7, (k) = (k" k'), P* (s, n) € £ (H) et P' (s, ) €1 (L* (— b, 0; H), H).

ProrositioN 5. — Soit (B, 7) [resp. (3,%)] le couple solution du systéme
(6)-(7) dans [s, T] correspondant & h (resp. h). Alors Pexpression

a0  GmIFm + [ QOEOIEO) +E0OI RO ar

est une forme bilinéaire, symélrique, posilive et elle peut s’écrire de fagon
unique sous la forme (I (s) h|h)y pour T (s)€ 2 (M?). Elle peut aussi
éire décomposée comme suit :
an (ke[ r) o+ (W @ B [ ) + (0 ) Bt [ )us + (10 () B[ )
ou II*° (s)e £ (H), 1" (s)e £ (L, H), II'* (s)€ £ (L*) et I'° (s)€ 2 (H, L?.
De plus les opérateurs 11°° (s) et II'" (s) sont symétriques et positifs,
et (s) =1 (s)* et il existe ¢>0 tel que [|H(s)h|w="cl| hw,
s€[0, T]. =

Proposition 6. — a. WO (s) =P° (s, 0), II°' (s) =P'(s, 0) et
(T (s) 1*) (o) = II*° (s, @) h°, o

N
(12) o (s, 2) =2{Ai(s+a—9i)*P (s, 6: — @), a+s—T<Oiéa}

0, sinon
a
+f Aui (s -+ 2 —0, 0)* Po (s, 6 — ) df.
max{—b, %+s—T}

b. Le noyau II'' (s, a) de II°* (s) est égal a II'* (s, )*. m
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On montre aussi que IT'* (s) peut étre exprimé en fonction de P (s, .).
Sif=g=~0¢et m=0,le minimum de la fonction coit J (¢, k) en fonction
de h est égal a (1L (0) 2| ).

La commande optimale u est donc obtenue par « feedback » de I’état
(h o z), et au temps s€[0, T], u (s) est égal a

(13) —N(s)™* [B ®* [H” ®x(s) +f I (s, a)* (ho x)s (2) dx + 1 (s, 0)] + m(s)],
—
ou d’aprés la proposition 6, II°® et II'* ne dépendent que de P°.

(*) Séance du 24 mai 1971.
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