G. R. Acad. Sc. Paris, t. 272, p. 1109-1112 (26 avril 1971). Série A

EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Systémes d’équations différen-
tielles héréditaires a retards fives. Une classe de systémes affines et le
probléme du systéme adjoint. Note (*} de MM. Micuer. DEcrour et

Savsoy Murrer, présentée par M. Jean Leray.

Définition des systemes affines et représentables. Définition et caractérisation
du systeme adjoint. Relation entre Ja solution fondamentale du svsteme et celle
du systéme adjoint.

1. Prériminaires. — Cette Note fait suite & une Note précédente (')
ot furent présentés les théorémes fondamentaux pour les systémes d’équa-
tions différentielles héréditaires 2 retards fixes. Nous supposerons donc
connues les notations et définitions de ('). Soit m. la mesure de Lebesgue
dans R? et pour t€]t, t,[ soit L’(t,, t;: — b, 03 E} Tespace de Banach de

\

toutes les applications m.-mesurables "au sens de Lang (*)]

[ty ti><1(—b.0) =L

qui sont p-intégrables, 1" p <00, ou essentiellement bornées, p = 0.
Nous utiliserons aussi Iespace de Fréchet L{.(t,, t;; —b, o: E) de toutes
les applications m.-mesurables @ : [to, ; [ X 1/—b, 0) - E tel que la restric-
tion de @ a [ty, {]X 1(— b, 0}, soit dans L”(t,, t: — b, o: E) pour tout LE Jta, ti[.
Enfin dans un Hilbert H la transformation adjointe de A€ < /H) sera
dénotée par A* et la transformation identité par I.

2. SysTEMES AFFINES ET SYSTEMES REPRESENTABLES. — L’isomorphisme
isométrique [ (f(o), f) entre M?(—b,0; L) et EXL'(—b, 0: E) nous
permet de définir un systéme héréditaire différentiel, soit a partir d’une
application f : [y, H[XEY"'XL(—b,0: E) ~ E, soit a partir d’une
application f : [to, ti[ X B?(— b, 0: E) —~ L,

Br(—b.o:E) =EN<x M7 (— b, o: E).

Derinition 1. — (@) Un systéme héréditaire différentiel correspondant
a Vapplication f : [to, ti[ X E¥*'XLP(—b,0, E) — E est affine si pour
tout ¢ dans [t,, &,[ Papplication z — [ (t, z) est affine et si f possede les
propriétés (CAR-1), (LIP) et (BC) du théoreme 1 (*).

(b) Soit L = H, H un hilbert. Un systéme est représentable si f est de la

forme
N A0

St (5x, -« on S1e B00s Sw)) ::Z Aj(t)s; - Ago (L) 300+ , A (2. 9)30,(0) dD) +-g(¢),

j=1 vi=b

ot Ao, et A;, j =1, ..., N, appartiennent & Li.(t, t,;; £(H)), Ao, a
L;lul-(t(l, [1 = b, 0; ““‘(H)“H (1-‘-}_ pml = I) Ct g ii I‘l'uc(ttl, tt: I‘I)- ]



(2)
Un systéeme représentable est afline, mais il n’est pas certain qu’un sys-
teme affine soit nécessairement représentable.

Prorosition 1. — Soit 9(.; s, h, g) la solution dans [s, t,[, s€[t,, t,[, de
Péquation différentielle

N

de N f@E0p), 0]

| Z =X a7+ U= Sy
=1

\ Vh(t—s+0;), t+0;<s|

(l) P -0 - —_— oy ¥
: j(t+9), t+0xs) 49, o
’ _hj_b‘\m(r, 0)4/,(/.7-3_0). 10 <5y O pop.danss, b,

2 (ty) = (o). heM?(—b, 0; H), 1Zp< o
correspondant au systéme représentable de la définition 1. Alors
(a) (hog)mo(.:s, h.g): MP(—b,o; H)x<Li.(t, t;: H) > ACk. (¢, t;; H)
est une application linéaire continue, et
(b) Uapplication (t, s) v+> o(t; s, h, g) : (s, t,) —> H est continue
(L (toy )= 1| (t, s)E[ty, ti[X[to, &4 |t>=5]). W
3. LE sysTEME apsoINT. — Soit 1=~ p <00, L€ t,, t,[, kEM?(— b, 0; H)

et y€C(to, t; H). Le produit héréditaire de k et y au temps t est une fonction
s> I(s; t; k, y) définie dans [t,, t] par

H(sit, hoy)=(y(s)|k(0)) 'r-/ (A (s: 8. v)(2) | A(a)) da,
Vb

ou 'application s > A" (s, ¢, y) : [to, t] > L?(— b, 0; £(H)) est elle-méme
définie par

N
a(s;t, .?‘)(a)zz Al a—O0gsse—1td; ats—t<Orfa)

o, sinon §
=1
’ X \
\f Ay (s+a2—0,0)y(s+2—0)dl, s+a2=t—b
=) nl;
)/ Afy(s+a—0,0)y(s+2—0)db, s+a>t—b
VYR —t

Dans le cas b = a, Ajy= 0, N =1 un groupe de termes dont le produit
héréditaire est une généralisation fut utilisé par A. Halanay (*) et J. K.
Hale (*) pour des systémes autonomes a données initiales continues.

Derinition 2. — La solution adjointe dans [t,, t] avec donnée finale
k'€ H pour le systeme (1) est un élément y de AC' (¢, t; H) tel que
a(r:t,(hox), ¥)=(A"ax(t)), relt, t,

ou x est la solution globale de (1) dans [¢,, ] pour la donnée initiale A avec
g=o0. N



(3)
Trntorine 1. — Dans les conditions de la définition 2, y est Uunique
solution dans AC'(t,, t; H) du systéeme adjoint défini par

N
([[) . \1 \\F(I‘-—O()‘Y(/"—ei)- "’—oiétl LOA* NN e
SRR $ Pt B ORI RS
(2) .1" A (r—0.0)rv(r—"1 S
§ Agy (7 ). 0) v ( ). 7 )::';f}. 4 s
( ._J—b.'l N ,__‘0>“(1J,.o p.p- dans [t, t],
y()y=k. B

4. LES SOLUTIONS FONDAMENTALES.

— Soit zit;tle, h la solution de (1). L’application
: » 8 . PP

TutoreMe 2.
MP (— b. 0: H)x Lis (2o, t;; H)—>H

(hog)ywo(t:ta ho g

@ pour représenlation
P} 4
/ d (¢, s)g(s)ds,

Gty o 2)=@°(¢t. t,)li(0) — / @ (1, ty. 1) () da—+
Sk A

ot d*(t, s) et ®' (1, t,, 1) sont des éléments de +*(H) définis comme suit :
(a) d°it, ), t > s. — Pour tout s€[t,, t.[ Uapplication
tis @02, s) 0 s, 4[> £ (H)

est Uunique solution de U'équation suivante & valeurs dans ' ( H) :

\.‘\i(/)d)“([ - 01. $). §— Ul.__:(.' i .‘\oo(f)dw(l. S) e

T
\—l_)_/—([‘)_ﬂ) o. S—Oi>[\
=1
0 - .
A (e 0) B0 (-9, 5), s— 8=t}
( —.-._/_h '. = o 0>”d9 p.p.dans s, t],
- & (s, s)=1.

De plus, Uapplication (t, s) > ®"(1, s) : 2(ty, t,) > £ (H) est continue.

(b) ®(t, to, 1), L= to, NEI(— b, 0). — L’application

(8, 0) > D (1 te. 1) 2 [to, i< 1(—b, o)—> £ (H)

s'exprime en fonction de ®° comme suit :
n+s—t <0
T e

N
R ‘_‘dl“({’ S— 1 — Oi)A,"(S—i—'fl—-gl),
(¢, to: ) '_>-i) 0. sinon f

=4

\/ ' (1. s+1—0)Ap(s+n—9.0)dI, s»vi—v,é’t-—b(
v}

D (1. 51— ) Aoy (s — 71— 0, 0) b, s+n>z—b\



(4)
CororLAIRE. — Soit Y(L; t,, k°) la solution de (2). L’application
A>d(s; ¢, k) : HI—H
a pour représentation L(s;t, k) = W°(s, t)k°, ow Uapplication
seWo(s, t) [t t] > £(H)

est Uunique solution de U'équation

f N
[ ow° O (AT (s—0) WO (s—0;58), s—0iZt)  a o owere o L
\——ds (s, z)+2 )_ o. NI R HIOL HORENE
i=1
< 0, N -
(AL (s —0,0) W (s—0,2), s—0Ze) _
( .-/_1.). ) s——0>t\d’_0 p-p- dans [t t],

Yo, t)y=1. m

Prorosition 2. — ®@°(t, s) = W' (s, 1)*, ({, s)EX(ty, t,). W

Remarque. — Notons que :

t—>®°(t, ) : [s, t,[ - £(H) est dans AC,.(s, t;; £(H)) pour tout s €[t,, t,[;
s> ®° (¢, s) : [t,, t] > 2(H) est dans AC' (¢, t; £(H)) pour tout t€[t,, ty[,

et que
(s, t) > ®°(t, s) : (ty, ;) — 2(H) est continue.

(*) Séance du 5 avril 1971.

(") M. Devrour et S. MiTTER, Comples rendus, 272, série A, 1971, p. 382,

(*) S. LaNG, Analysis 11, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1969.

(®) A. Havanay, Differential Equations; Stability, Oscillations, Time Lags, Academic
Press, New York, 1966.

(*) J. K. Havrg, Coniributions to Differential Equations, 2, 1963, p. 291-319.
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Université de Montréal,
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Massachusetts Institute of Technology,
Cambridge,
Massachusetts 02139,

U.S. A)
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Systémes d’équations  différen-
tielles héréditaires & retards fizes. Théorémes dexistence et d’unicité.
Note (*) de MM. Micuer Derrour et Saxsoy Mirrer, présentée par

M. Jean Leray.

Espaces de fonctions requis. Formulation unifiée des problémes global et local
de Cauchy dans un Banach. Théoréme d’existence pour les systéemes du type
Carathéodory et théoréme d’existence et d’unicité pour les systémes du type
Lipschitz. Continuité de la solution par rapport A la donnée initiale.

1. Espaces pi Foxctions. — Nous utiliserons la théorie de Pintégration
et des espaces L” a valeurs dans un Banach IS développée par S. Lang (').

3

Pour z < % dans [— o0, 4 20| nous définissons (2, 3) comme Pinter-
section de [, 3] et de Pensemble R des réels. #7(a, %; E) sera D'espace
vectoriel des applications I{2, 3) -~ 1% qui sont m-mesurables (m, la mesure
de Lebesgue pour R) et p-intégrables, 1. p << 20, ou bornées presque
partout, p =o0; Pespace de Banach obtenu en passant au quotient sera
dénoté par L7(z, 3; E) et la norme L7 par | [

Supposons b dans Jo, 4 c0]. Nous voulons passer de données initiales
dans C(— b, o; E) & des données qui soient p-intégrables. Pour cela nous
introduisons dans ©7(— b, o; E) la semi-norme

1
nw, (M =[ly)r+lylsl, 1=<£p<=,

et formons l'espace quotient de £7(— b, o: E) par le sous-espace linéaire
formé des éléments y tels que n,(y) = o. Ce dernier sera noté M?(— b, o; E)
et sa norme || [y Il existe un isomorphisme entre cet ecspace et le
produit EXL?(— b, 0; ).

Finalement nous précisons I'espace dans lequel nous chercherons nos
solutions. Soit t,€R et t, €], + ©]. Pour t€lt,, t.[ soit ACP(t, t; E)
'espace vectoriel de toutes les applications z : [t., {] - E dont la dérivée
existe dans £27(t,, t; E) et pour lesquelles

AN

" dx { 5
& (5) == a (&) + / T {w) du, SE |y, L.
J,

Equipé de la norme
4 1
| d.a T2V
| (&) [+ / ‘%? (s) \ {[SJ O & /1R -

v,

| [lyer=

AC?(t,, t; E) est isomorphe & EXL?(t, t; E). Nous aurons aussi besoln
de C(to, t; E), 'espace de Banach formé des applications continues
de [t,, t] dans E, dont la norme sera écrite || [.



(2)

Soit 7,(2) la vestriction d’une application 2 : [t,, t,[ = E aPintervalle [¢,, ]
pour t€]Jt, . Soient Lf.(t, t; E), AC[.(t,,t:; E) et Cy(to, ti; E)
les espaces vectoriels des applications x:[t,, t,[-~ E tel que pour tout
t€]Jty, ty[v,(z) soit dans L’(t,t; E), ACr(t,, t; E) et C(t,t; E), respec-
tivement. Ce sont des espaces de Fréchet quand leur topologie est définie
par la famille de semi-normes ¢,(z) = || =, () lly, t€ ], t,[, ou F est L2, ACP
ou C selon le cas.

2. TFormuraTioN pu prROBLEME DE Cavcny. — Nous nous donnons un
entier N1, des réels a >0 et —a=0,<...<0,<0,=o0 et un
espace de Banach E. Dans les définitions suivantes nous désignerons
par b, soit le réel @ ou + co. Nous nous donnons aussi p, 1= p << 0,
h dans M?(— b, 0o; E}) et une application

fi [to, i[<xBP(—b,0; Ey-—E, ou telR, LE[ty-i-a, -+ 2|

et
Br(—0b,0; E)y =EX<XMr(—0, 0; E).

Le probléme global de Cauchy dans [i,, t,[ pour Papplication f et la donnée
initiale A au temps f, consiste a déterminer x dans AC),.(t,t,; E) tel
que z(t,) = h(o) et que ’application Z définie par

_)Iz(s—t(,)‘ sel(t,—b.ty),

Z(s) |z (s), SE Ly, ]

satisfasse I’équation

{f—j (&) = f(t, T(A4-05)y ..o, T+ 0,),.F)  p.p. dans [&, ¢f.
ou Z,(0) =a(t+0), b€l(— b,0). Un tel = est une solution globale.

Le probléme local de Cauchy dans [L,, t,] pour f et h consiste 4 déterminer
un réel o, o < a < t, — t,, tel que le probleme de Cauchy dans [¢,, t,+ «]
ait une solution globale dans AC'(t,, t,+ «; E) pour la donnée initiale A
au temps {,.

Nous écrirons M? et C,. au lieu de M?(— b, o; E) et C,.(to, t:; E).
M7oC,,, sera le sous-espace linéaire fermé de tous les (h, ) dans M”? X C,,
tel que z(t,) = h (o). L’application s> (hex), : [ty, t,[ > M? définie par

(s —t+0) pour Oe€l(— b, o)\ [— (s—¢), o],
<"°"‘>«<°)—{w(5+0) pour 0€1(— b, 0) A [— (s —t,), ]

sera appelée application mémoire de (h, 2)€M?-C,, et nous la dénotons
par hox.

A la lumiére de cette derniére définition le probléme global de Cauchy
peut é&tre reformulé comme suit. Etant donnés f et h le probléme global
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de Cauchy consiste a déterminer un @ dans AC,,(t, &3 E) tel que 'appli-
cation mémoire hox pour (h, z) dans M7.C,. satisfasse 1’équation
différentielle

(({;1 (6) ==f (L. 5 (h, ) (£)) p.p. dans [ty 4],

ou Papplication
g MPoCp—> Ly (2o, ty: B2 (— b, 0: E))

est défime par

gl a) (6) = ((hox) (Ox), .., (hox) (D), (hoz),).
3. Risurrars. — Dans les théorémes et corollaires suivants b, a, p,

K, ta, 1, T, 7, b et f sont définis comme dans le paragraphe 2.

Tutorime 1. — Supposons que f ait les propriétés suivantes :

(CAR-1) Lapplication t - f(i, z) est m-mesurable pour tout z dans
B*(— b, o; E);

(LIP) Il existe une- fonction non négative n dans Li(t, ti; R),
p' 4 q ' =1, tel que pour tous z, et z, dans B*(— b, o; E)

[ f(toz) — (L 52) | =on(t) [| 31— 32|y
p- p. dans [t t,[;

(BC) L’application t +> f(t, 0) est un élément de Ly, (t, t,; E).

Alors il existe une solution globale unique 9(h) dans ACy.(t, ti; E)
aw probléme de Cauchy. De plus, Uapplication

fiss o (h) o M2 (—b, 0; E) = AC/. (4, 45 E)
est conlinue et pour lout t dans ]t,, t[
7o (k) =2k laa==d(p. t — t) [[ 2 — K [y
pour une constante d(p, t —t,) > o0. ®
COROLLAIRE. — St n€L4(ty, {3 R) et t+> [(t, 0) est dans L'(t, t,; E)
la solution <(h) est dans AC'(t,, t;; E). =
Tutorime 2. — Supposons que pour [ el h:

(CAR-1) L’application t +— f(t, z) soit m-mesurable pour tout z;

(CAR-2) et que Uapplication z i f(t,z) soit continue pour presque
tout t dans [to, t:[;
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(CAR-3) Soit V un sous-ensemble convexe fermé et non vide de
Cyoe(to, ti3 E). Supposons qu’il existe une fonction non négative m (dépen-

dante de V) dans L. (t, t,; R) tel que

(@) Vi=)2€Cua(ts) = h(o),
. . .
max|a(s) — k(o) [ | m(s)ds, V€], I.[; sott un sous-

Jo ! <t

ensemble de V et que

(b) pour tout x€V,= | x€ V|a(t,) = o),
[ f(ta(hya) ()= m(t)y p.p.dans il t,].
Alors il existe aw moins une solution globale < (h) dans AC., (t,, t,; IX) au
probléme de Cauchy avec donnée initiale h aw temps t,. ®

CororrLatre. — Si me€L'(t, t,; R) la solution globale est dans

AC'(ty, L,; E). =

Tutorime 3. — Supposons que les hypothéses (CAR-1) et (CAR-2) pour f
sotent satisfaites. Soit N(h) un voisinage de h dans M?(— b, o; ). Comme
dans le théoréme 2 nous supposons l'exvistence d’un sous-ensemble convexe
fermé de C,,. et d’une fonction m non négative dans L, (ts, 15 R) tel que
les hypothéses (a) et (b) du théoréme 2 soient salisfaites pour lout élément
de N (h). Supposons enfin que la solution ¢ (h) soit unique dans AC,, (ty, t; ).
Alors pour toute suite | h,| dans N (h) convergente vers h il existe une sous-
suite de solutions | 2(h,,) | dans AC,,.(t,, t,; E) qui converge vers 2(h). m

Les techniques utilisées pour prouver les théorémes 1 ct 2 s’inspirent
de celles de A. Bielecki (*) et C. Corduneanu (*). Ceci explique I'abré-
viation (BC) dans le théoreme 1.

(*) Séance du 11 janvier 1971.

(1) S. LanNG, Analysis 11, Addison-Wesley, Reading, Massachusctlts, 1969.
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