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1 D4 , 6 G79: 2.1.Z )*+,-*.+/0*.1 M,*+-, 5 0- D4 ,0-,+/3.1 H4E:/3: ;) M DH< =
2+- R M0:+/,-. BB= @A BCC D-/,:+,= )+.1E

[\ ]^_` a bc^d e]fg]hi bccjk
l_ m^g`i ^d_ m]^nmo]pnqn^i rs h]f`rt qi u_f_h]^_` srhtgq]m srht _` pi

M vq]gm_m rs _w]v^qi
Kqn^_h]qm rx_h

N yrrq_]f x]hn]p q_m z {rh ] unx_f x]qg_ rs
N

^d_ |hrpq_t nm }fr~ f ^r p_ t rm^ `n� vgq^
~ n^d

α = M/N vqrm_ ^r ^d_ _w|_hnt _f^]q ^dh_mdrq`
αc

m_|]h]^nfu ^d_ h_unrf ~ d_h_ ]qt rm^ ]qq
srhtgq]m ]h_ ��� shrt ^d_ h_unrf ~ d_h_ ]qq srhtgq]m ]h_ �� ��� z �_v_f^ h_mgq^m shrt ] m^]^nm^nv]q
|dimnvm ]f]qi mnm mguu_m^ ^d]^ ^d_ `n� vgq^i nm h_q]^_` ^r ^d_ _w nm^_fv_ rs ] vqgm^_hnfu |d_frt _frf
rs ^d_ mrqg^nrfm ~ d_f

α
nm vqrm_ ^r [pg^ mt ]qq_h ^d]f k

αc

z l_ nf^hr`gv_ ] f_~ ^i|_ rs t _mm]u_
|]mmnfu ]qurhn^dt ~ dnvd ]qqr~ m ^r of` _� vn_f^qi ] m]^nmo]pq_ ]mmnuft _f^ rs ^d_ x]hn]p q_m nf ^d_
`n� vgq^ h_unrf z �dnm ]qurhn^dt nm n^_h]^nx_ ]f` vrt |rm_` rs ^~r t ]nf |]h^m z �d_ ohm^ nm ] t _mm]u_�
|]mmnfu |hrv_`gh_ ~ dnvd u_f_h]qn�_m ^d_ gmg]q t _^dr`m qn}_ �gt ��hr`gv^ rh y_qn_s �hr|]u]^nrf a n^
|]mm_m t _mm]u_m ^d]^ ]h_ mghx_im rx_h vqgm^_hm rs ^d_ rh`nf]hi t _mm]u_m z �d_ m_vrf` |]h^ gm_m ^d_
`_^]nq_` |hrp]pnqnm^nv nfsrht ]^nrf rp^]nf_` shrt ^d_ mghx_im nf rh`_h ^r ow x]hn]p q_m ]f` mnt |qnsi
^d_ |hrpq_t z �x_f^g]qqi� ^d_ mnt |qno_` |hrpq_t ^d]^ h_t ]nfm nm mrqx_` pi ] vrfx_f^nrf]q d_ghnm^nv z
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a − i

�  �(� ����( ²��� �� �ª´ �
§(� '��$�����  �� �(� '����� � ���

u`
a→i

�� � �
1

(�� � ��� � ������ �� ²ª´ � À� $�� ��$� �� ��� �(� '����� ������
u`

b→j
 � ��(

j ∈ V (a) \ i
��$   �� ��'( ��'(

j  b ∈ V (j) \ a
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U = {u`
b→j}

�(� ��� �  ���
�(��� ���������  ��$ ��

Q(U)
�(��� ������� ¸��� ²ª´  �(� �����������

ηa→i

�(��
ua→i = 1

�� �±��� �� �(� �����������
�(�� �

∀j ∈ V (a) \ i : hj→aJa
j > 0

�
7�� �� ��� ���$� �(� �����������

ρj→a

�(�� �(� ��������
Ja

j hj→a

�� ����'��� � ������� � ¸�� ��� ���'��� �� ���� ���� ���
�(��

Ja
j = 1

� §(��
ρj→a

�� �(� ����������� �(��  �� ��� ��� '����� ������
ub→j , b ∈ V+(j)  �� ����� ��� �  �(�� �� �

������� ²� ��(
u = 1

´ � ����'� �(��  ��'����
Q (U)

�� � ������ ���� ¦�§ ������� ����  �(� '�����$�'���� ���� �� � 
��������

j
���� � � #��� ��$ �(��� ��� �(� '����� ������

ub→j

� ��(
b ∈ V−(j) \ a  � ��� � � ����� ���'���� �±��� �� #��� �

§(� ������ '�� �� � ������ �� �

ρj→a =
∑

U

Q (U) θ





∑

b∈V+(j)\a

ub→j



 .
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V+
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V−
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V s
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s
��$

u
���� �'������ �� �� �� �(� ����(���� � (�'( ���$ �� � ��� ��������

j
����� �

�� ������� � �(� '�����
a  $����$ �� ²��� �� �ª´ �

� 
Ja

j = 1 : V u
a (j) = V+(j) ; V s

a (j) = V−(j) \ a
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ηa→i

'�� �(�� �� � ������ �� �

ηa→i =
∑

U

Q (U)
∏

j∈V (a)\i

θ





∑

b∈V u
a (j)

ub→j



 .
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Qa→i(u)
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Q (U)
�  ��� '����� ������ ����� ��� ���� �(� �������� �� $�� ����(� ��� � 

a
�� �(� ����(

Ta−i

� §(�� � ��� ����� 
$����$ �� �(� ¿ ���� ����������� �  � ������ ���� �� �  '����� ������ ��$ ��  ���( �

À� ��$�� �� (��� � '����$ ��� �  �±�������  �� �(�
3M

'�����¥����¥�������  �� �(��� � ��� �(� ����� ����� �(�� �(�
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 �'����#�$ � §(�� �� �¶�'� �� � ����  ��� '�� (��� �(�� �� � ��� � � � ��� $ �����¶ �� �����  ��  �'��� ����(� � ��( � �� '����
����¥���� ����'����  ��� �� ������� �� �� �� �����¶ �� ����� �(�� �� '����� '������ ������ ���(���( �� �(��� '�� � ��'�
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ηa→i =
∏

j∈V (a)\i

ρj→a ,
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ρj→a = Cj→a

∑

{ub→j}





∏

b∈V (j)\a

Qb→j(ub→j)



 θ





∑

b∈V u
a (j)

ub→j





∏

b∈V s
a (j)

δ (ub→j , 0) .
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a
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{ub→j}
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∏

b∈V (j)\a
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ub→j∈{0,1}
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a (j)

��� �±��� �� #��� � §(�� '���������
��� ����� ���' � (�� �(�  ��� $�����������

Q(U)
��� ���$ � À� �(�  �'����#�$ �����¶�� �����  �(� '��������� (�� �� ��

�� ���� ����$ �¶���'���� �� ��$�� �� '�� ��� �(� '�����$�'���� � ������� � �� �� � ��'������ '��$�����  �� �(� '�����$�'����
���� �� �� ������ ��

j
�� �����( �

��� ��'���� �  �(�� �¶��� '���������  � ���� ���#����� '�������
Cj→a

���� �� '�� ����$  ��  � ���� � � §(� ��� '�����¥
$�'���� � ������� '�� �� $���$�$ ���� �(��� '������ � * ���� . � �(��� � ��( �� ����� ���

ub→j , b ∈ V u
a (j)
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ρ
´ � * ���� � � �(��� � ��( �� ����� ���

ub→j, b ∈ V s
a (j)

�±��� ��
1

� * ���� � �
�(��� � ��( ���

ub→j, b ∈ V u
a (j)

�±��� ��
0

� 7�� �� '�� ���� �(� ����(� �  ��'( '����  Πu,s,0
j→a

�

Πu
j→a =

∑

{ub→j}





∏

b∈V (j)\a

Qb→j(ub→j)



 θ





∑

b∈V u
a (j)

ub→j





∏

b∈V s
a (j)

δ (ub→j , 0)

Πs
j→a =

∑

{ub→j}





∏

b∈V (j)\a

Qb→j(ub→j)



 θ





∑

b∈V s
a (j)

ub→j





∏

b∈V u
a (j)

δ (ub→j , 0)

Π0
j→a =

∑

{ub→j}





∏

b∈V (j)\a

Qb→j(ub→j)









∏

b∈V (j)\a

δ (ub→j , 0)



 .
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Cj→a = 1/(Πu
j→a + Πs

j→a + Π0
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η
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ηa→i =
∏

j∈V (a)\i

[

Πu
j→a

Πu
j→a + Πs

j→a + Π0
j→a

]

,
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Πu
j→a =



1 −
∏

b∈V u
a (j)

(1 − ηb→j)





∏

b∈V s
a (j)

(1 − ηb→j)

Πs
j→a =



1 −
∏

b∈V s
a (j)

(1 − ηb→j)





∏

b∈V u
a (j)

(1 − ηb→j)

Π0
j→a =

∏

b∈V (j)\a

(1 − ηb→j)
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a (j)
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a (j)
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�� $�������� � � ���  � 
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�� �� ��� �(��
ηa→i = 1
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2 � 
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�! �	� �	���
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�! �	���
��+ � �
� !�� 	�
��� ��� ��. # ��!#!�
��. !

η∗
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-

/ - 0� � �� �
t = 0

� 1	
 ���
. �+��
a → i

	� �
� ����	
 �
��
 2 
��+	� �. �� �� ����3� �
� ��� ��.  ��!

ηa→i(t = 0) ∈ [0, 1]
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t = 1
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�
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�� ��� �
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2 � !��� !� 
	�� ���
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|ηa→i(t) − ηa→i(t − 1)| < ε
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� ���
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���+
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η∗
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-
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� ��� ��.  ��! !�
��.
ηa→i

-

4 - 1	
 ���
.
j ∈ V (a) \ i

2 �	����� �
� �����! 	�
Πu

j→a, Πs
j→a, Π0

j→a

� !��� �5 - 24�3 -

6 - $	�����
ηa→i
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W
(+)
i =

� ���




∑

a∈V (i)

ua→i > 0



 .
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W
(+)
i = Ci

∑

{ua→i},a∈V (i)





∏

a∈V (i)

Qa→i(ua→i)



 θ





∑

a∈V+(i)

ua→i





∏

a∈V−(i)

δ (ua→i, 0) .
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Π̂+
i =



1 −
∏

a∈V+(i)

(1 − η∗
a→i)





∏

a∈V−(i)

(1 − η∗
a→i)

Π̂−
i =



1 −
∏

a∈V−(i)

(1 − η∗
a→i)





∏

a∈V+(i)

(1 − η∗
a→i)

Π̂0
i =

∏

a∈V (i)

(1 − η∗
a→i)
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W
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i =

Π̂+
i

Π̂+
i + Π̂−

i + Π̂0
i

.
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i =

Π̂−
i

Π̂+
i + Π̂−

i + Π̂0
i

.
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i = 1 − W

(+)
i − W

(−)
i .

²©« ´
¡� � �� ���� ����� ��� �(� '�� ���¶ ��� �(�� �� �(� ���� ���#�$ �������(� �  �(� ���� �� �  ����� � ��� '������� � À�

�( �� ��'���� �� ���� �(� ������� ������  �� �(� '�� ���¶ ��� �������$  ��� �(� ��������'�� �(���'� �������� �  ��  � ¨¯­ ° �
� ��� $���'� ¿ �����'�����  �� �(�� �¶�������� �� ����� �� ��'� � � ÀÀ � §(� ����� '�� ���¶ ���

Σ
'�� � � $�'�� � ���$ ����

'����������� ���� '����$ � ��( �����  ��'���� �� $� ��$ � ��( ����� ��������  ��$ ���$� �

Σ =

(

M
∑

a=1

Σa −
N
∑

i=1

(ni − 1)Σi

) ²©¬´
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Σa = + log





∏

j∈V (a)

(

Πu
j→a + Πs

j→a + Π0
j→a

)

−
∏

j∈V (a)

Πu
j→a




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Σi = + log
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Π̂+
i + Π̂−

i + Π̂0
i
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§(� �������(� '�� ���� � � ���$�� �#�$ �� �¶���  ������$ �  �(� � ��� �����$ ���������  ��� �������� ���$�� �� '(����
�� �(� ��� �  �(� Á Á � ��'��� ��������� � ��( �(� ������� ���� ²����'���� Á Á�¬ ����� ����´ � §(�� �������� ����� � �� ���
��� � ������� �� �(� '��� � (��� �(� �������(� (�� ���  ���$ � �������� �

§(� ������� �$�� ��$������� �(� ����'( ��� '��� �� ��� ��� � �� ��'( ��� � ���� � ������ �������� �� �¶�$ �''��$��� ��
�(� ���'�� � �  ¦� ��$ �(� �º�'� �  ��'( �¶��� �� ���$ �� ��� ��� � �(� ������� � §(� ��� ��� �  ��������� ��$�'��  ���
Nt

��
Nt − 1 − St

 � (���
St

�� �(� �$$������� ���� �� �  ��������� � (�'( � �'�� � �¶�$ $�� �� ��� ����'����� � �������$
'������ ��� ���� �����$  ���������$ ¤ '������ ��� ����� ��� �$ ���� ²¤¥ ¢´ '������ �

K = 1
'������ ���$ �� � � �������$

��$ �(��� ��� �(��� ��������� ��� �������� �¶�$ ²���� '����� ����������� ´ ���$��� ��  ���(�� �������� ���� ������� � §(�
��� '��� �� �(�� ��� ����$ �� �(� �� ����� ���¥������� �

¦�������  ��� � ª¥¦�§ ������'�  �(� �������(� � ��� ��� $�'� � ��±���'� �  � �¶�$ ©�ª¥¦�§ �� ����� ��$ �� ����� ���
������� � � �  ��� �¶ ��� � '������  ��'���� �  �(� ���������  �(� ���¥ ��� ��� ����� ��� �� � � ��$��¥'���������$ ²��� �(�
������� ��� '��'�������$ ��

ua→i = 0  � �� �
{ηa→i = 0}

´ ��$ ±��'��� �����$ �� � �� '�� ����'( � ��(�$ � §(� ������ � 
�(� �� '�� ����'( ¿ ����$ � ��( �(� ��� �  �¶�$ ��������� �����$�� �(� ������� ����� ���� ������� ��� �

½� ��� �  �������  ��(�� '����'���� ���������� '���$ ���� �� �� ���� ����$  � �� � ��'����'� � ³������   �� ����� ���$��
ª¥¦�§ ������'�� �(� ���� ��� ����� ��� �� �� ��� ��� ������ ��''��� �� ��$ ��  ���(�� ����� '����'���� �������� ��
���$�$ � ½� � ��� ��������' ������'��  � (��� �(� ��� ����� �  �(�  �'��� ����(� �������� ��� � ��� ���� ��� ����'����  ��
�¶� �'� '����������� �� �(� ������� ��$ � ������� ������ � (�'( ���$ �� �� '���$ � §(� ¦� �±������ '�� � � ��������#�$
�� $��� � ��( � ��� '�� ���¶ ����(� ¨¯  ©©­ ��$ ��� �� �(� ���'��'�� ��$� ��� � ������� ����� '����'���� �������� '���$
� �'�� � ��� �� �
�¶������� ��� ���'�� �¶����� ���� �� ���$�� ª¥¦�§ ������'�� ��

α = 4.2 − 4.25
� ��( ��#� �� ��

N = 107
(���

�(�� � � ��� ������� �· '���'� �  �(� $�'�� ����� �������(� � ¡ (��� �(� ��� '��� �  �¶��� � ������ �������� ����� ��� �
��� � ²

O(N)
�� ��������´  ����'���� �(� ���� $�'�� ����� ��� ���$� �� �(� �������� � §(� ��$��¥'���������$ ��������� �

��� $�'�$ �� �(� $�'�� ����� ��� '��� ���� ��� �� � � ��$��$ ���� ���� �� ����� � ����  �� �(� ������� ��� ����
N = O(107)  �(� ��������� � ��������$ �� ¦À/ ²� (�'( ����'���� �������������� � �( ��$ ��$ (��  �  �(� ���� ���� ���������´ ��� �����$

��  �� ��'��$� �� ������� �
À  �� �¶ ��� ������ �� �� � ��� �  �(� ������� '�� ���������� '��� �� (��$ ���$�� ª¥¦�§ ������'�� �'���� ��

O(N2)
�

À  �� ��� ��� ��� '���� �� �(� �(���(��$  � �� � ��
α = 4.2  �� � �� ���� �¶ �  ��'���� �  ��������� �� � ��� �  ���$��� ��

�  ���(�� ��$�'���� �  �(� '��� ��
O(N lnN)

²�(�
ln

'�� ��  ��� ������� �(� � �����´ �
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������'�� �� ��������� �� �(� ��� ���� ¨© ¢­ � ��������#����� �  �(� �������(� �� ��(�� ������� � ��±� ��� ��� � '(�����
� (�'( ��� ��� ��� �� ���� ����$ �

� �� � ��� � �

���� �� 
��
 ��� 
�� ��
 	� �	���� ��� �� � �� ���� 	� �	���� ���
§(� ������ ����������� �±������� $��'����$ �� ��� $������ ��� � ��� ��������� � ��( �(� ���  ���$ �� �(� ¦�� ¥� �� $�'�

�������(� ¨¢¬­ � §(�� �� � ������' �������(�  �� '�� ������ � ������� ����������� $������������ �� ���� ��� � $����$ ��
 �'��� ����(�  � (�'( (�� � ��� ���� ��� �� �� �(� '����¶� �  ����� '����'���� '� $�� ¨¢¯­ ��$ �������� �������� ¨¹­   ��� � (�'( �� ������ �(� ��� � �����  ����������� ²�� ´ � §(�� ��'���� �¶������ �(� � ��� $�º����'� � ������ �(� ���
������'(�� �

� � 
���� � �����
����� �� ��� ��� �������

§(� � ����  ����������� ²�� ´ �������(� �� � � ������ ������� ��� '�$��� �(�� ����������� �(� ������� ������� ��� '�$���
²¡ � ´ �  ��'� �À ÀÀ � � À� ��� � �� '�� ������ �(�  ��'���� �  ¦�§ ������� ���� � (��� � ����� ��������

xi

�� ���� � 7�� ��
'����$�� �(� ����������� ���'� ����� �� ��� ¦�§ ������� ���� � ��( �±��� ������������ �������

a
��� �  �(� '������ ��

� (�'(
xi

�������  �(� ����' �����$����� �  �� ��� �(� � ������� �

• µa→i(xi)
 �(� ����������� �(�� '�����

a
�� �������$  ����� �(� ����� �  �(� ��������

xi ∈ {0, 1}
�

• µi→a(xi)
 �(� ����������� �(�� �(� ������ �� ����� �����

xi
 � (�� '�����

a
�� ������ ²�(�� �� ����� � ��� �'�� µ'����� µ

$�������� ´ � ����'� �(�� ∑
xi∈{0,1} µi→a(xi) = 1  � (��� �(��� �� �� ��'( ���� ���������  ��

µa→i(xi)
�

§(��� � ������� ����� � �(�  ����� ��� �±������� �

µi→a(xi) = Ci→a

∏

b∈V (i)\a

µb→i(xi) ,
²©¹´

µa→i(xi) =
∑

{xj(j 6=i)}

fa(X)
∏

j∈V (a)\i

µj→a(xj) ,
²©¾´

� (���
Ci→a

�� � ���� ��������� '������� �������� �(��
µi→a

�� � ����������� �(� ��� ����
{xj(j 6= i)}

� ���� � ���
���� ��� ������ �  �(� ������ ���

xj ∈ {0, 1}   �� ���
j

$�º�����  ���
i  ��$

fa(X)
�� � '(���'�������'  ��'���� ������ �����

1
�  �(� '�����������

X = {xi}
�������� '�����

a  ������ �����
0

��(��� ��� �
À� �� '��������� �� ����� ����#�

µi→a(xi)
�� ����� $�'��� �(� ��� ���

γi→a ∈ [0, 1]
� (�'( �� �(� ����������� �(�� �(�

��������
xi

�� �� �(� ����� � (�'( �������� '�����
a  �� � ������� � (��� '�����

a
����$ � � ������ ²� ������  �� �� ����'�

µi→a(xi) = γi→aδ(xi, 0) + (1 − γi→a)δ(xi, 1)
�� �(� '��� � (���

Ja
i = −1

´ �
7�� � � $����� ��

δa→i ≡
∏

j∈V (a)\i

γj→a

²ª£´

�(� ����������� �(�� ��� ��������� �� '�����
a  �¶'��� ��������

i  ��� �� �(� ����� � (�'( �������� �(� '����� � À� �� ���� ��
��� �(�� �(� �� �±������� ²©¹  ©¾´ '�� � � � ������ �� �

γj→a =
Pu

j→a

Pu
j→a + P s

j→a ,

²ª ¢´

� (���

Pu
j→a =

∏

b∈V s
a (j)

(1 − δb→j) ,

P s
j→a =

∏

b∈V u
a (j)

(1 − δb→j) .
²ª©´
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À  �� ����� ��� �� �� ���  �� ������'�
V s

a (j) = ∅  �(� '������ ��$���
Pu

j→a

����� �����
1

�� $�������� � À  �  �'��� �� $�
a

�� � ���  ²�� �� '�����´ � ��( � ������ ����(� ���
i  �(� '������ ��$���

δa→i

����� �����
1

�� $�������� �
� � ¡ �  �(� �� �������(� �� �¶�'� �� � ���� ²���  �� �� ����'� ¨¢¬­´ � À�  �'� �� ����� � � ��� �''����� ������ ���'� ��

����� � �� '�� ���� �(� �¶�'� �����������
µi

²� (��� ¡ � �$������� �(� ��������� � (�'( ���  ���� '���������$  ��$ ����� �
#��� �� '�� ���$ �� �(� ��(�� ���������´ � � � �¶�� ��� �  �����'����� �� �(�� � �� �� �® � À� �(�� ���� '��� �  �(� ����  ��
���� �����$�� �(� �¶�'� ��� ��� � �  ¦�§ ������� ����  �� ����� �� �(�  ����� ��� �(����� �
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δ∗a→i

� �� 
 � ���������%
µi�� �� �� 
  ������


xi = 1
�
 � � 
	 �% �

µi =

∏

a∈V−(i)(1 − δ∗a→i)
∏

a∈V−(i)(1 − δ∗a→i) +
∏

a∈V+(i)(1 − δ∗a→i)
.
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	���� %
S = lnN &

�� ��� �
 � � 
	 �% �

S =
∑

a∈A

ln





∏

i∈V (a)





∏

b∈V s
a (i)

(1 − δ∗b→i) +
∏

b∈V u
a (i)

(1 − δ∗b→i)







+
∑

i∈X

(1 − ni) ln





∏

b∈V+(i)

(1 − δ∗b→i) +
∏

b∈V−(i)

(1 − δ∗b→i)





²ª« ´
����6 �
§(� ����  �  '��������'� �� ��� ���  � ���� �(� ��� � �������� �� �(� ����  �� ��'� �À ÀÀ � � ������� �� ����� £ ��$ ¢ ���

�¶�$ ����� ���'���� ��$ � � ������ �� �����
r

�� �¶�$ �� �(� ������ �  � ������� �� ����� ������ �
§(� �����������

µi

�� '�� ����$  ��� �(� ��� � ���'�$��� �� �(� ��� ������ �(� �� �±������� ²©¹  ©¾´  � ��( �(�
$�º����'� �(�� ��� ����� ���� �''���� ��� ����(����� �  �(� ����

i
�

§(� ����(��� � ��� �������$ ������ �� �(� ��� '��'������ �(� �������� ¡� ��� �(� ����������� � ������
P (X)

��
�(� ���'� �  ��� ������� ���� � (�'( (�� ��� ��� �����������  �� ��� ¦�§ ������� ���� ��$ #��� �����������  �� ��� �(�
������� ���� � (�'( ������� �� ����� ��� '����� �

P (X) =
1

N

∏

a∈A

fa(X) .
²ª¬´
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P

��� '�� $���� �(�  ����� ��� � �������� �



¢¯

•
�(� µ���� � ������� µ

pi(xi)
�� �(� ����������� �(�� ������ ��

i
����� �����

xi ∈ {0, 1}

•
�(� µ'����� � ������� µ

pa(Xa)
�� �(� ����������� �(�� �(� ��� �  ������ ���

xi, i ∈ V (a)  ����� � ����� �����  $�����$
��

Xa

²�� ��� �(�
2n(a)

�������� ������´ �
¸�� � ����  �'��� ����( �(�  ��� ����������� '�� � � �¶������$ �� ���� � �  �(� ���� ��$ '����� � �������� �� �

P (X) =
∏

a∈A

pa(Xa)
∏

i∈X

pi(xi)
1−ni .

²ª®´

§(� �������
S = ln(N )

�� �(�� �������$ ��

S = −
∑

X

P (X) lnP (X) = −
∑

a

∑

Xa

pa(Xa) ln[pa(Xa)] −
∑

i

(1 − ni)
∑

xi

pi(xi) ln[pi(xi)]
²ª¯´

7�� �� ��� $����� �(� �¶�������� �  �( �� ±������� �� ���� � �  �(� � ������� ���$ �� �� � ½�� (�� �

pi(xi) = ci

∏

b∈V (i)

µb→i(xi)
²ª¹´

��$

pa(Xa) = cafa(Xa)
∏

i∈V (a)

µi→a(xi) ,
²ª¾´

� (���
ci

��$
ca

��� ��� ���� ���#����� '�������� � ¸��� ²ª¹´ ��� ���� � ��� ��� � ���(�� ��� �

∑

i

(ni − 1)
∑

xi

pi(xi) ln pi(xi) =
∑

i

(ni − 1) ln ci +
∑

a

∑

i∈V (a)

∑

Xa

pa(Xa) ln





∏

b∈V (i)

µb→i(xi)



 ;
²«£´

� ���� �(� �� �±������ ²©¹´  �(�� ����� �

∑

i

(ni − 1)
∑

xi

pi(xi) ln pi(xi) =
∑

i

(ni − 1) ln ci +
∑

a

∑

Xa

pa(Xa) ln





∏

i∈V (a)

µi→a(xi)fa(Xa)



 ,
²« ¢´

� (��� �(� ����
fa(Xa)

����$� �(� �������(� (�� ���� �$$�$  ������ ���� �''���� �(�  �'� �(��  ��
fa(Xa) ∈ {0, 1}  ��� ������ (��

pa(Xa) ln fa(Xa) = 0
� §(��� ��� �

S = −
∑

a

ln ca +
∑

i

(ni − 1) ln ci +
∑

a

∑

i∈V (a)

lnCi→a

²«©´

À� �(� ��������� �  ²ª ¢ ª©´  ��� (��

ca =
1

1 −
∏

i∈V (a) γi→a

=
1

1 −
∏

i∈V (a) Pu
i→a/(Pu

i→a + P s
i→a)

,
²«ª´

Ci→a =
1

Pu
i→a + P s

i→a

,
²«« ´

��$

ci =
1

∏

b∈V+(i)(1 − δb→i) +
∏

b∈V−(i)(1 − δb→i)
.

²«¬´

¦����������� ���� ²«©´ ����� �(� �¶�������� ²ª«´  �� �(� ��������
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À� �� ���� �� ����'���� �� '�� ���� �(� ��� �  �±������� ²©¹  ©¾´ �  �(� �� �������(� �� �(��� �  ¦� � ������ �� ²¢¯  ¢¹´ �
§(� $�º����'� �� �(��� ��� ����� ���� �''���� ���������� �� ¦�  �(� '��� �� � (�'( �(��� �� � ���� � ������ ���� �
��������  � ������ �(�� �� ��'����� �� ������� �� ��� � À� �(�� '��� �(� ������ �� �� ��'���������$  � (�� '����$�����
��� �������� ��� � §(� ����������� �(�� ��������

j
�� ��'���������$  �� �(� �����'� �  '�����

a  �� ���(��� ��� �(�
�����������

Π0
j→a =

∏

b ∈ V (j) \ a(1 − ηb→j)
$����$ �� ²¢¹´ � À  ��� $��� ��� ���� �(�� ������ ����� ���� �''����  ���

���� ��'� �(� �±������� �  �� � §(� ����������� �  ¦� '�� �(�� �� ��$������ $ �� �(� ����� $�'���� �  � ��� ����� �  �(�
���������  � µ¿ ���� ����� µ �� �� (�� � ��� '����$ �� ¨©«­  � ������ �(�� �(� �������� �� ��� '���������$ � §(�� ��������������
(�� ���� ���� ���$ ��'�����  �� �(� '�������� ��$ ������������� ������� � �� ¨©«  ©¬­ � À� '�� � � ���$ �� µ$����� µ �(� ¦�
�������(� �� � � ����  ����������� �������(� ������$ �� �(�� �������$ ���'� �  ������ ��� ��$ � ������� � 7�� �� �¶�����
�( �� ��� '�$��� �
��'( �������� '�� ��� � � �� �(��� ������

0, 1, ∗
� §(�

∗
����� �� �(� ¿ ���� ����� � ������ �(�� �(� �������� �� ���

'���������$ � ¡ ��(�� �(�� �������$ ���'� �� ��� �(� ������� �� �±������� ²©¹  ©¾´ � � � � � ��� �� $����� ��
γi→a ∈ [0, 1]�(� ����������� �(�� �(� ��������

xi

�� �� �(� ����� � (�'( �������� '�����
a  �� � ������� � (��� '�����

a
����$ � � ������  ��$ ��

δa→i =
∏

j∈V (a)\i

γj→a

²«®´

�(� ����������� �(�� ��� ������ ��� �� '�����
a  �¶'��� ��������

i  ��� �� �(� ����� � (�'( �������� �(� '����� �
7�� �� '�� ����

µi→a(xi)
� §(�� $�� ��$� �� �(� � ������� ��������  ��� �(� �� $��

b ∈ V (i) \ a
��

i
� §(� �������

� ������������  �� �(��� � ������� ��� �
•
�� ������� ����� ���  ���

b ∈ V s
a (i)  ��$ �� ������� ����� ���  ���

b ∈ V u
a (i)

� §(�� (������ � ��( � �����������

Π0
i→a =

∏

b∈V (i)\a

(1 − ηb→i)
²«¯´

•
�� ������� ����� ���  ���

b ∈ V s
a (i)  ��$ �� ����� ��� ������� ����� ���  ���

b ∈ V u
a (i)

� §(�� (������ � ��( �
�����������

Πu
i→a =



1 −
∏

b∈V u
a (i)

(1 − ηb→i)





∏

b∈V s
a (i)

(1 − ηb→i)
²«¹´

•
�� ������� ����� ���  ���

b ∈ V u
a (i)  ��$ �� ����� ��� ������� ����� ���  ���

b ∈ V s
a (i)

� §(�� (������ � ��( �
�����������

Πs
i→a =



1 −
∏

b∈V s
a (i)

(1 − ηb→i)





∏

b∈V u
a (i)

(1 − ηb→i)
²«¾´

•
�� ����� ��� ������� ����� ���  ���

b ∈ V u
a (i)  ��$ �� ����� ��� ������� ����� ���  ���

b ∈ V s
a (i)

� §(�� (��� ���
� ��( � �����������

Πc
i→a =



1 −
∏

b∈V s
a (i)

(1 − ηb→i)







1 −
∏

b∈V u
a (i)

(1 − ηb→i)





²¬£´

� � �� ���� ���� � ��( ¦�§ '������������  �(� '�����$�'���� � ������� ���� � � �¶'��$�$ � §(��� ���  �(� �����������
γi→a ∈ [0, 1]

�(�� �(� ��������
xi

�� �� �(� ����� � (�'( �������� '�����
a  � ���� �(�� �(��� �� �� '�����$�'����  �� �

γi→a = Πu
i→a/(Πu

i→a + Πs
i→a + Π0

i→a)
²¬ ¢´

� §(� �� �±������� �� �(� �������$ ���'� ��'��$��� �(� ���� � ������  � ���� �� ²«®¥¬ ¢´ ��� �$����'�� �� �(� ¦�
�±������� ²¢¯ ¢¹´  � ��( �(� �$�����'�����

ηa→i = δa→i

� À  �(��� �±������� '�������  ��� '�� ��� �(� ��������� � �������
�� ����� ��� �(� ����������� �(�� �(� ��������

xi

�� �� ������
0, 1, ∗

� §(� ������ �� ��������� ����� ���� �'������ �� �(�
±���������

W
(−)
i , W

(+)
i , W

(0)
i

$����$ �� ²©©  ©ª  ©«´ � ¸ ������ �(� ��� ���
N̂

�  � ������� ������� ���� �  �(� ������ ���
�� �(� �� �����$ ���'� '�� � � ����� ���$ �� �(� '������ ��$��� �������

Ŝ = ln N̂
� §(� ������� �(����� �� �� �  �(�

�������� �����'���� �����  ��
Ŝ

�¶�'��� �(� ��� � �¶�������� �� �(� '�� ���¶ ���
Σ

�   ��� ��� ²©¬´ �
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{nugh_ � a � mnt |q_ ��� |hrpq_t ~ n^d ^dh__ x]hn]p q_m � ^~r b�vq]gm_m � rf_ j�vq]gm_ � ]f` qrr|m z �]vd ough_ unx_m rf_ rs ^d_
^~r |rmmnpq_ mrqg^nrfm rs ~]hfnfu |hr|]u]^nrf z �d_ fgtp_h rf _]vd _`u_

a − i
nm ^d_ v]x n^i pn]m

ua→i

� ^d_ fgtp_h f_w^
^r _]vd x]hn]p q_ fr`_ nm ^d_ vrhh_m|rf`nfu u_f_h]qn�_` m^]^_ rs ^d_ x]hn]pq_ nf _]vd rs ^d_ ^~r �vqgm^_hm �z �d_ �� _�g]^nrfm
srh ^d nm uh]|d d]x_ ]f nfofn^_ fgtp_h rs mrqg^nrfm � ~ n^d

ηa→1 = ηb→2 = x
�

ηa→2 = ηb→1 = y
�

ηc→1 = ηc→2 = 0
� ]f`

ηc→3 = (1 − x)2y2/(1 − xy)2

� � � �
	���	 ��� ��� � ���� 	����

§(� ����� $�'���� �  �(� ���� � ������ ��$ �(� ¿ ���� ����� �(�� ����� ��� � ���$ �  � ��� �������������� �� �(� � (���
¦� �������(� � �(�� �������(� ����� � �� ��$ �(� ��������'� �  ���¥'�����$�'���� � �������  �����$��� ������� ���� �  �(�
��������� �� �(� �� �����$ ����� ���'� ��'��$��� �(� ¿ ���� ����� � ¡ (�� �� �(� � ������ �  �(��� ��������#�$ ������� �����
§(�� ���� � � ��$������ $ �� ���¥'�����$�'���� ��������� �  �(� ¡ � �������(� � ½� � ����  �(� ¡ � �������(� �����
��� ������ ��� �  ���� ����  ��$ �(��� ��� �(��� �� � ������ ��������#�$ ������� ��� ² �� �� ����'�   �� �(� ���� �������
�  �� � ©  �(� ���������

x1
��

x8
��� �� �(� ������

1, 0, 1, 1, ∗, ∗, ∗, ∗
´ � §(� �� ��������#����� ��'�� �� ��� �� ���� � (��

�(��� �¶ ��� ������� � ������� ��������#�$ ������� ����  � (�'( �� ������ �� �� �� �� �(� ������'� �  ����� � À� � �����  �'���
����(  �� �� � ������� �(�� �(��� � ��� �¶ ��� ������� $�º����� ���� �  �������� ����� � ��� �(� ¡ � �±�������  ��$ $�º�����
��������#�$ ������� ����  �� �� �(� �¶�� ��� �  �� � ¯ � ¦� �� �� ����� �� �� ��$��� �(� ��������'� �  �(��� ������� ���� �
�¶� ���� ������� �� ����(� � ��( �����  �� ����� ��� �(�� ¦� �� ���� �� '������� � (��� �� $��� ��� ¨©¯­ � §(��� ±��������
����� ��������� �

•
¢´ /��� ¦� '������� �� � ���±�� ��� �  �¶�$ ����� � ��������

• ©´ /��� �(�� �¶�$ � ���� � ������  �� �� ����� ��� �  �(��  '������ �(� '����'� �� ��� ����� �� ��� ��� �(� ����������$
�������� �����

• ª´ ¡ (�� �� �(� ���������( �� ������� �(� ��� �  ��������#�$ �������� ���� ��$ �(� � ������� '��������� �  ���������
$��'����$ �� ��'� � À� �

§(� ������ �� ±�������� ¢´ ��$ ©´ �� �� ������� �� � §(� ���� ��� �¶�� ��� �  �� � ¯ �� � '�������¶�� ��� � §(� ������
�� ±������� ª´ '�� � � ����� �� � ��������� � ��� '�� ��� �(� ��������#�$ �������� ���� �� $���� �(� '�� �����  ��'(
��������#�$ �������� ��� '������ ��$��� �� ��� µ'������ µ� ¸�� ������'� �� �(� �¶�� ��� �  �� � ¯  �(��� �¶��� ��� ��������#�$
������� ����  (1, 1, ∗)

��$
(0, 0, 1)  '��������$��� �� ��� µ'������� µ �  ���� ¦�§ ������� ���� �

C1 = {(1, 1, 0), (1, 1, 1)}��$
C2 = {(0, 0, 1)}

� ¸���(��� ���  � �'���� ¡ � '�������� �� � ���±�� �������� �� � ����  �� ���� �(�� ��� ���� � 
�������� ���$��� �� ��� $�����'� ��������#�$ ������� ���� � ��� $�º�� �� � ��� �  �$��� � (�'( (�� ��� � ����� � À� �(�
'��� �  ���$�� ª¥¦�§ ������� � � (��� �(��� ����� ��� ����  �( �� �� ����� �(�� $�����'� ��������#�$ �������� ���� � ���
����'���� $�º�� �� � ����� ��� �  �� $�� ²� ��( � ��#� � (�'( $������� � (��

N → ∞
´  � (�'( ¿ ������� �� �(�� '��� �(�

�$�����'����� � 
Σ

� ��( �(� '�� ���¶��� �  �(� ������� �
��'���� � ������ ������� ��� '�$��� ��� ���� '��������$ ���� �� ����  �'���¥����(�  �� �� $�· '��� �� � ��� �������

������ ���� �� ¦�  ��$ �� �� ���� �� ��$ ��� ��� '���� �� � (�'( �� �� ��� ���� ��� ��  �� �(� �������� $��'������ (��
�(�� � � ³ ������  ��� � �� ����'� �(�� �(��� '���� ��� ���� ������ �����$ �� ��� ��� ¡ �  ��$ � ��� �  ¡ � � ������� ��
� �� �'��� '��� �  ¦� � §(� $�· '��� '���  �� ¡ � �� � (�� $�º����� ����� �  �(� ����( ���$ � ������� '��������$��� ��
$�º����� ��������#�$ �������� ���� � §(�� � ��� ����'���� (�����  �� � ����( � ��( ��� � '�� � ������ � (�'( ��� ��� ����
'����'��$  ��$ �� �(�� '��� ¦� �� ���� ���$ �� � �� ��� � ����� � ! �'( � ��� �� ����'�� ��$ �(������'�� ���� �� ���$�$
�� ��������( �(� '��'�� ����'�� �� � (�'( ¦� �� ������ � �����  ��$ �� � � $� � �� �� ��(�� '���� �
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� ��� � � ����� �� �� � 	�� �	��� ����

¡ (�� �(� ��������� �  � ¦�§ ²�� � ��� ��������� �  � '���������$ ����� �'���� ������� ´ ���$ �� '������ ���� ����
��������$ ������� �  �(� �������� ��� ���'�  �� � ��� � �'�� �� $�· '��� �� ��$ � ������ �������� � �'���� ²�� ����� �� ���
�� '�� � ��(� $�´  $�º����� ����� �  �(� ������� ���$ �� �$��� �� '���� ����� �� '������������ '��������$��� �� $�º�����
'�������  ��$ �(��� '����� � � � ����$ �� ��$ � ������� �������� � À� ¦� �� ��� '��$ �� ��� ����� � ¸ ���� �� $����
��� � ���� ������ � ������� � (�'( ��� ��������  '(���'������'� �  ��'( '������  �(�� �� ��� �� �(� � ��� � ������ �(�
������� �  �(��� �������� � §(� ������� �(�� ��� ���$ �� � ���(�� ��� �����$ ��¿ �'� � �� ������ � (�'( ��������� ���
'���������$ ��$ � (�'( ��� ��� '���������$ � ��'���� �  �(�� ��� ����'����� �(� ������� '�� � � (��$��$ ������ � (�'(
� ���� �(� �������(� ���(��  ��� � ½�� � ��(� ���� ��� �� � ���� $��'������� �  ��'( '������  � (��� �(� ���� ������
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