
           

C O N T R O L W I T H L I M I T E D I N F O R M A T I O N

S . K . M i t t e r

D e p a r t m e n t o f E l e c t r i c a l E n g i n e e r i n g a n d C o m p u t e r S c i e n c e

a n d

T h e L a b o r a t o r y f o r I n f o r m a t i o n a n d D e c i s i o n S y s t e m s

M I T

C a m b r i d g e , M A 0 2 1 3 9 U S A

f a x : 6 1 7 - 2 5 3 - 3 5 7 8

e - m a i l : m i t t e r @ m i t . e d u

A b s t r a c t

A l o n g - s t a n d i n g o p e n c o n c e p t u a l p r o b l e m h a s b e e n t h e f o l l o w -

i n g : H o w d o e s “ i n f o r m a t i o n ” i n t e r a c t w i t h c o n t r o l o f a s y s t e m ,

i n p a r t i c u l a r f e e d b a c k c o n t r o l , a n d w h a t i s t h e v a l u e o f “ i n -

f o r m a t i o n ” i n a c h i e v i n g p e r f o r m a n c e o b j e c t i v e s f o r t h e s y s t e m

t h r o u g h t h e e x e r c i s e o f c o n t r o l ? I n a n s w e r i n g t h i s q u e s t i o n w e

h a v e t o r e m e m b e r t h a t i n c o n t r a s t t o a v a r i e t y o f c o m m u n i c a -

t i o n s s e t t i n g s , t h e i s s u e o f t i m e - d e l a y i s o f p r i m a r y i m p o r t a n c e

f o r c o n t r o l p r o b l e m s , e s p e c i a l l y c o n t r o l o f s y s t e m s w h i c h a r e

u n s t a b l e . W e d i s c u s s v a r i o u s i s s u e s a r i s i n g f r o m t h e s e f u n d a -

m e n t a l q u e s t i o n s .

1 I n t r o d u c t i o n

A l o n g - s t a n d i n g o p e n c o n c e p t u a l p r o b l e m h a s b e e n t h e f o l l o w -

i n g : H o w d o e s “ i n f o r m a t i o n ” i n t e r a c t w i t h c o n t r o l o f a s y s t e m ,

i n p a r t i c u l a r f e e d b a c k c o n t r o l , a n d w h a t i s t h e v a l u e o f “ i n -

f o r m a t i o n ” i n a c h i e v i n g p e r f o r m a n c e o b j e c t i v e s f o r t h e s y s t e m

t h r o u g h t h e e x e r c i s e o f c o n t r o l ? I n a n s w e r i n g t h i s q u e s t i o n w e

h a v e t o r e m e m b e r t h a t i n c o n t r a s t t o a v a r i e t y o f c o m m u n i c a -

t i o n s s e t t i n g s , t h e i s s u e o f t i m e - d e l a y i s o f p r i m a r y i m p o r t a n c e

f o r c o n t r o l p r o b l e m s , e s p e c i a l l y c o n t r o l o f s y s t e m s w h i c h a r e

u n s t a b l e .

T h e t h e o r e t i c a l b a s i s f o r m o d e r n d i g i t a l c o m m u n i c a t i o n s i s u n -

d o u b t e d l y I n f o r m a t i o n T h e o r y a s d e v e l o p e d b y S h a n n o n . T h i s

t h e o r y t e l l s u s i n a p r e c i s e w a y t h e f u n d a m e n t a l l i m i t a t i o n t o

r e l i a b l e c o m m u n i c a t i o n o v e r a n o i s y c h a n n e l . T h e c r o w n i n g

a c h i e v e m e n t o f t h i s t h e o r y i s t h e N o i s y C h a n n e l C o d i n g T h e o -

r e m , w h i c h i d e n t i � e s t h e c h a n n e l i n t e r m s o f t h e i n v a r i a n t q u a n -

t i t y , c a l l e d c a p a c i t y o f t h e c h a n n e l , a n d r e l i a b l e c o m m u n i c a t i o n

c a n t a k e p l a c e i f t r a n s m i s s i o n o c c u r s a t a r a t e b e l o w c a p a c i t y

a n d c a n n o t i f i t o c c u r s a t a r a t e a b o v e c a p a c i t y . T h i s t h e o r e m

l i n k s t h e i n p u t s i d e o f t h e c o m m u n i c a t i o n s p r o b l e m v i a t h e n o -

t i o n o f c a p a c i t y w i t h t h e o u t p u t s i d e , n a m e l y , t h e a b i l i t y t o d e -

c o d e w i t h a r b i t r a r i l y s m a l l p r o b a b i l i t y o f e r r o r . T h i s t h e o r e m

c a n b e e x t e n d e d t o t h e r a t e o f d i s t o r t i o n c o n t e x t a s S h a n n o n

h i m s e l f d i d ! O n e c a n d o n o b e t t e r t h a n q u o t e S h a n n o n t o i l l u -

m i n a t e t h i s s i t u a t i o n :

D u a l i t y o f a S o u r c e a n d a C h a n n e l . T h e r e i s a c u -

r i o u s a n d p r o v o c a t i v e d u a l i t y b e t w e e n t h e p r o p e r t i e s

o f a s o u r c e w i t h a d i s t o r t i o n m e a s u r e a n d t h o s e o f

a c h a n n e l . T h i s d u a l i t y i s e n h a n c e d i f w e c o n s i d e r

c h a n n e l s i n w h i c h t h e r e i s a “ c o s t ” a s s o c i a t e d w i t h

t h e d i f f e r e n c e i n p u t l e t t e r s , a n d i t i s d e s i r e d t o � n d t h e

c a p a c i t y s u b j e c t t o t h e c o n s t r a i n t t h a t t h e e x p e c t e d

c o s t n o t e x c e e d a c e r t a i n q u a n t i t y . T h u s i n p u t l e t t e r i
m i g h t h a v e c o s t ai a n d w e w i s h t o � n d t h e c a p a c i t y

w i t h t h e s i d e c o n d i t i o n

P
i Pi ai · ai , s a y , w h e r e Pi

i s t h e p r o b a b i l i t y o f u s i n g i n p u t l e t t e r i . T h i s p r o b l e m

a m o u n t s , m a t h e m a t i c a l l y , t o m a x i m i z i n g a m u t u a l i n -

f o r m a t i o n u n d e r v a r i a t i o n o f t h e Pi w i t h a l i n e a r i n -

e q u a l i t y a s c o n s t r a i n t . T h e s o l u t i o n o f t h i s p r o b l e m

l e a d s t o a c a p a c i t y c o s t f u n c t i o n C(a) f o r t h e c h a n -

n e l . I t c a n b e s h o w n r e a d i l y t h a t t h i s f u n c t i o n i s c o n -

c a v e d o w n w a r d . S o l v i n g t h i s p r o b l e m c o r r e s p o n d s ,

i n a s e n s e , t o � n d i n g a s o u r c e t h a t i s j u s t r i g h t f o r t h e

c h a n n e l a n d t h e d e s i r e d c o s t .

I n a s o m e w h a t d u a l w a y , e v a l u a t i n g t h e r a t e d i s t o r -

t i o n f u n c t i o n R(d) f o r a s o u r c e a m o u n t , m a t h e m a t i -

c a l l y , t o m i n i m i z i n g a m u t u a l i n f o r m a t i o n u n d e r v a r i -

a t i o n o f t h e qi (j ) , a g a i n w i t h a l i n e a r i n e q u a l i t y a s

c o n s t r a i n t . T h e s o l u t i o n l e a d s t o a f u n c t i o n R(d)
w h i c h i s c o n v e x d o w n w a r d . S o l v i n g t h i s p r o b l e m

c o r r e s p o n d s t o � n d i n g a c h a n n e l t h a t i s j u s t r i g h t f o r

t h e s o u r c e a n d a l l o w e d d i s t o r t i o n l e v e l . T h i s d u a l i t y

c a n b e p u r s u e d f u r t h e r a n d i s r e l a t e d t o a d u a l i t y b e -

t w e e n p a s t a n d f u t u r e a n d t h e n o t i o n s o f c o n t r o l a n d

k n o w l e d g e . T h u s w e m a y h a v e k n o w l e d g e o f t h e p a s t

a n d c a n n o t c o n t r o l i t ; w e m a y c o n t r o l t h e f u t u r e b u t

h a v e n o k n o w l e d g e o f i t .

O n e o f t h e m a n y f u n d a m e n t a l c o n t r i b u t i o n s w h i c h S h a n n o n

m a d e w h i c h i n f a c t r e n d e r s t h e e n u n c i a t i o n o f t h e N o i s y C h a n -

n e l C o d i n g T h e o r e m p o s s i b l e , i s t o t h i n k “ d i g i t a l l y ” ( t o u s e t h e

w o r k o f a m o d e r n s a g e o f M e d i a t e c h n o l o g y ) , t h a t i s , t o r e d u c e

e v e r y t h i n g t o b i t s , a c o m m o n c u r r e n c y i n w h i c h e v e r y t h i n g c a n

b e e v a l u a t e d . A s w e s h a l l s e e l a t e w h e t h e r a l l b i t s a r e i d e n t i -

c a l i s a n i s s u e t h a t w e w i l l h a v e t o f a c e w h e n d e a l i n g w i t h t h e

d e v e l o p m e n t o f a n I n f o r m a t i o n T h e o r y f o r s o u r c e s w h i c h a r e

d e c i d e d l y n o n - s t a t i o n a r y a n d n o n - e r g o d i c .

A c o r r e s p o n d i n g a l l e m b r a c i n g t h e o r y f o r c o n t r o l i n t h e p r e s -

e n c e o f u n c e r t a i n t y d o e s n o t e x i s t . T h e i s s u e o f f u n d a m e n t a l

l i m i t a t i o n i s f a r m o r e c o m p l i c a t e d h e r e s i n c e i t i s u n c l e a r t h a t

t h e d y n a m i c a l s y s t e m s w h i c h w e w i s h t o m o d i f y t o b e h a v e i n

p r e s c r i b e d w a y s t h r o u g h c o n t r o l c a n b e c h a r a c t e r i z e d t h r o u g h



      

F i g u r e 1 : C l o s e d - L o o p S y s t e m

N o t e : D a s h e d A r r o w s s h o w s o m e o f t h e p o t e n t i a l

f e e d b a c k p a t h s . C o n t r o l l e r m a y b e v i e w e d a s a c h a n n e l

a s i m p l e i n v a r i a n t q u a n t i t y l i k e c a p a c i t y . E v e n t h e i n v a r i a n t s

o f a l i n e a r m u l t i v a r i a b l e t i m e - i n v a r i a n t s y s t e m a r e t h e K n o -

n e c k e r i n v a r i a n t s w h i c h t e l l u s w h a t J o r d a n f o r m s w e c a n r e a c h

t h r o u g h c o o r d i n a t e c h a n g e s a n d l i n e a r c o n s t a n t f e e d b a c k [ 2 4 ] .

T h e n e a r e s t t h i n g t o f u n d a m e n t a l l i m i t a t i o n o f c o n t r o l s y s t e m s

a n a l o g o u s t o S h a n n o n t h e o r y a r e t h e B o d e i n e q u a l i t i e s , t h e i r -

r e d u c i b l e e r r o r i n t h e l i n e a r Q u a d r a t i c G a u s s i a n p r o b l e m a n d

c h a r a c t e r i z a t i o n o f p e r f o r m a n c e l i m i t a t i o n s o f c o n t r o l o f l i n -

e a r t i m e - i n v a r i a n t s y s t e m s w h e r e t h e p e r f o r m a n c e m e a s u r e i s

s e n s i t i v i t y a n d t h i s c a n b e c h a r a c t e r i z e d t h r o u g h a n H 1
- n o r m .

N e v e r t h e l e s s , c o n t r o l s y s t e m s , e v e n c o m p l e x s y s t e m s a r e b e i n g

b u i l t w h e r e s e n s o r s , a c t u a t o r s a n d c o n t r o l l e r s a r e b e i n g l i n k e d

t h r o u g h n o i s y c o m m u n i c a t i o n s c h a n n e l s a n d a t h e o r y w h i c h

u n i � e s s y s t e m s t h e o r y a n d a t h e o r y o f i n f o r m a t i o n i s b a d l y

n e e d e d . A d i a g r a m o f s u c h a s y s t e m i s s h o w n i n F i g . 1 . T h e d e -

s i g n p r o b l e m n o w i s t o d e s i g n t h e e s t i m a t o r , t h e c o d e r s a n d d e -

c o d e r s a n d t h e c o n t r o l l e r t o m e e t s p e c i � e d c l o s e d - l o o p d e s i g n

o b j e c t i v e s . W e i m m e d i a t e l y s e e t h a t t h i s i s a f a r m o r e c o m -

p l e x p r o b l e m t h a n p o i n t t o p o i n t c o m m u n i c a t i o n s . I t i s t o t a l l y

u n c l e a r w h e t h e r t h e c o n t r o l p a r t o f t h e p r o b l e m c a n b e “ s e p -

a r a t e d ” f r o m t h e c o m m u n i c a t i o n s p a r t o f t h e p r o b l e m . T h i s

p r o b l e m i s d i s t r i b u t e d a n d t h e i s s u e o f i n f o r m a t i o n s t r u c t u r e ,

n a m e l y , w h a t i n f o r m a t i o n i s a v a i l a b l e w h e n a n d w h e r e , i s a c t u -

a l l y a d e s i g n i s s u e a n d m u s t b e u n d e r s t o o d .

T h e i s s u e s t h a t I a m r a i s i n g a r e a c t u a l l y p r e s e n t i n C o m m u -

n i c a t i o n s p r o b l e m s w h e r e f e e d b a c k a n d s i d e i n f o r m a t i o n a r e

p r e s e n t . I n a c o n v e r s a t i o n I h a d w i t h J i m M a s s e y a t E T H i n

1 9 9 5 , h e p o i n t e d o u t t h a t S h a n n o n i n t h e � r s t S h a n n o n l e c t u r e

i n 1 9 7 3 h a d r e m a r k e d t h a t r e a l t i m e ( t i m e d e l a y ) i s s u e s a n d

f e e d b a c k i n c o m m u n i c a t i o n p r o b l e m s w e r e q u e s t i o n s w h i c h

h a d r e c e i v e d i n a d e q u a t e a t t e n t i o n i n I n f o r m a t i o n T h e o r y .

I n l i g h t o f t h e a b o v e d i s c u s s i o n , I w i s h t o r a i s e t w o q u e s t i o n s :

I . I s t h e r e a r o l e f o r I n f o r m a t i o n T h e o r y i n a u n i � e d t h e o r y

o f C o n t r o l a n d C o m m u n i c a t i o n s ?

I I . C a n S y s t e m s T h e o r y c o n t r i b u t e t o C o m m u n i c a t i o n s a n d

I n f o r m a t i o n T h e o r y i n s o m e n o n - t r i v i a l w a y ?

I n m y v i e w , t h e a n s w e r s t o b o t h q u e s t i o n s a r e a Q u a l i � e d Y e s .

T h i s i s n o t t h e � r s t t i m e t h a t t h e s e t w o q u e s t i o n s h a v e b e e n

p o s e d . A s u c c e s s f u l i n t e r a c t i o n b e t w e e n S y s t e m s T h e o r y a n d

C o d i n g T h e o r y i s t h r o u g h t h e w o r k o f W i l l e m s o n t h e b e h a v -

i o r a l v i e w o f s y s t e m s [ 1 8 ] a n d F o r n e y , M a s s e y , T r o t t , L o e l i g e r ,

M i t t e l h o l z e r o n c o d e s o n F i n i t e G r o u p s ( s e e e . g . [ 1 1 ] ) . T h e r e

a r e a l s o a t t e m p t s a t u s i n g r a t e d i s t o r t i o n t h e o r y t o o b t a i n l o w e r

b o u n d s o n e s t i m a t i o n e r r o r f o r n o n l i n e a r � l t e r i n g ( s e e [ 1 2 , 2 5 ] ) .

N e v e r t h e l e s s w e m u s t p r o c e e d w i t h c a u t i o n . T h i s i s b e s t c a p -

t u r e d b y q u o t i n g f r o m H a n s W i t s e n h a u s e n [ 2 2 ] w h o t h o u g h t

d e e p l y a b o u t t h e s e i s s u e s :

T h e i n � m u m e x p e c t e d c o s t a c h i e v a b l e i n a p r o b -

l e m d e p e n d s u p o n t h e p r e v a i l i n g i n f o r m a t i o n p a t t e r n .

C h a n g e s i n i n f o r m a t i o n p r o d u c e c h a n g e s i n o p t i m a l

c o s t . T h i s s u g g e s t s t h e i d e a o f m e a s u r i n g i n f o r m a -

t i o n b y i t s e f f e c t s u p o n t h e o p t i m a l p e r f o r m a n c e .

S u c h a m e a s u r e o f i n f o r m a t i o n i s e n t i r e l y d e p e n d e n t

o n t h e p r o b l e m a t h a n d a n d i s c l e a r l y n o t a d d i t i v e .

T h e o n l y g e n e r a l p r o p e r t y t h a t i t i s k n o w n t o p o s -

s e s s i s t h a t a d d i t i o n a l i n f o r m a t i o n , i f a v a i l a b l e f r e e -

o f - c h a r g e c a n d o n o h a r m t h o u g h i t m a y b e u s e l e s s .

T h i s s i m p l e m o n o t o n i c i t y p r o p e r t y i s i n s h a r p c o n -

t r a s t w i t h t h e e l a b o r a t e r e s u l t s o f i n f o r m a t i o n t r a n s -

m i s s i o n t h e o r y . T h e l a t t e r d e a l s w i t h a n e s s e n t i a l l y

s i m p l e p r o b l e m , b e c a u s e t h e t r a n s m i s s i o n o f i n f o r -

m a t i o n i s c o n s i d e r e d i n d e p e n d e n t l y o f i t s u s e , l o n g

p e r i o d s o f t r a n s m i s s i o n a n d u s e o f c h a n n e l a r e a s -

s u m e d a n d d e l a y s a r e i g n o r e d . H . S . W i t s e n h a u s e n :

1 9 7 1

I n l i g h t o f t h e a b o v e t h e r e i s a m e t h o d o l o g i c a l a n d t h e o r y f o r -

m a t i o n i s s u e w h i c h m u s t b e a d d r e s s e d . S i m p l y s t a t e d , w e m u s t

p o s e c o n t r o l q u e s t i o n s i n a n a p p r o p r i a t e i n f o r m a t i o n a l s e n s e

a n d w e m u s t s i t u a t e i n f o r m a t i o n t h e o r y i n a d y n a m i c a l f r a m e -

w o r k . A n e l a b o r a t i o n o f t h i s v i e w p o i n t h a s b e e n u n d e r t a k e n i n

t h e r e c e n t l y c o m p l e t e d d o c t o r a l t h e s e o f S e k h a r T a t i k o n d a [ 2 2 ] ,

A n a n t S a h a i [ 2 2 ] a n d s e v e r a l p a p e r s [ 1 9 , 1 4 , 4 , 2 1 , 5 ] .

2 C o n t r o l i n a n I n f o r m a t i o n S e t t i n g

T o m a k e t h e a b o v e i d e a s m o r e c o n c r e t e l e t m e c o n s i d e r t h e

f o l l o w i n g q u e s t i o n :

W h a t i s t h e m i n i m a l i n f o r m a t i o n n e e d e d a b o u t t h e

c u r r e n t s t a t e o f a s i n g l e - i n p u t , d i s c r e t e t i m e , l i n e a r

t i m e - i n v a r i a n t u n s t a b l e s y s t e m i n o r d e r t o s t a b i l i z e

i t ?



              

T h e q u e s t i o n w e a r e a s k i n g i s r e a l l y a b o u t t h e o p t i m a l c o d i n g

o f t h e s t a t e , t h a t i s , c o a r s e s t v e c t o r q u a n t i z a t i o n , t o a c h i e v e s t a -

b i l i t y .

T h i s p r o b l e m i s m a t h e m a t i c a l l y f o r m u l a t e d i n t e r m s o f t h e

c o n s t r u c t i o n o f C o n t r o l l e d Q u a d r a t i c L y a p u n o v F u n c t i o n s

( Q u a d r a t i c f o r e x p l i c i t c o m p u t a t i o n s ) . T h a t i s g i v e n

x(t + 1) = Ax (t) + bu(t) ; t = 0; 1; : : : ( 1 )

w h e r e x(t) 2 X = Rn
i s t h e s t a t e o f t h e s y s t e m a n d u(t) 2

U = R i s t h e c o n t r o l , A i s a n n £ n m a t r i x , b i s a n n- v e c t o r

a n d w e a s s u m e t h a t (A; b) i s a r e a c h a b l e p a i r , w e a r e r e q u i r e d

t o � n d t h e c o a r s e s t q u a n t i z e d f e e d b a c k c o n t r o l w h i c h s t a b i l i z e s

t h e s y s t e m . T h e i d e a o f c o a r s e n e s s ( m i n i m a l i n f o r m a t i o n ) i s

c a p t u r e d a s f o l l o w s :

G i v e n a c o n t r o l l e d L y a p u n o v f u n c t i o n

V(x) = (x; Px)Rn ; P > 0 ( 2 )

� n d a s e t

U =
n

ui 2 R
¯
¯
¯i 2 Z

o
( 3 )

a n d a q u a n t i z e r f : X ! U , w i t h

f (x) = ¡ f (¡ x) (3a)

a n d

¢ V(x) = V (Ax + bf (x)) ¡ V (x) < 0 (3b)

8x 2 X ; x 6= 0 :

f n a t u r a l l y i n d u c e s a p a r t i t i o n o n t h e s t a t e s p a c e X a n d w e

a s s u m e t h a t t h e v a l u e s o f f i n U a r e o r d e r e d i n t h e s e n s e t h a t

ui < uj , i > j , i; j 2 Z . L e t Q(V) = s e t o f a l l q u a n t i z e r s

w h i c h s o l v e s t h e s t a b i l i z a t i o n p r o b l e m . F o r g 2 Q(V ) a n d

0 < ² < 1, l e t N (g[²]) d e n o t e t h e n u m b e r o f l e v e l s t h a t g
a s s u m e s i n t h e i n t e r v a l [²; 1

² ]. D e � n e t h e q u a n t i z a t i o n d e n s i t y

´ g = lim
² ! 0

Sup
N (g[²])
¡ ln ²

; ( 4 )

a n d

f ¤ = Arg Min g2 Q(V ) ´ g ( 5 )

f ¤
i s d e � n e d t o b e t h e c o a r s e s t q u a n t i z e r c o r r e s p o n d i n g t o

V(x) .

I t t u r n s o u t t h a t t h e q u a n t i z a t i o n p r o b l e m c a n b e c o n � n e d t o o n e

p r e f e r r e d d i r e c t i o n ( o n e - d i m e n s i o n a l ) , a n d t h e o p t i m a l q u a n -

t i z a t i o n i s l o g a r i t h m i c w i t h t h e o p t i m a l s c a l i n g l a w ½¤
b e i n g

g i v e n b y

½¤ =
¦ ` · i · k [¸ u

i ] ¡ 1
¦ i · ` · k [¸ u

i ] + 1
( 6 )

a n d ¸ u
i , ` · i · k · n a r e t h e s t r i c t l y u n s t a b l e e i g e n v a l u e s o f

A .

I n t h e a b o v e f o r m a t i o n , w e h a v e a l l o w e d q u a n t i z e r s w i t h a

c o u n t a b l e n u m b e r o f l e v e l s . A n e q u i v a l e n t f o r m u l a t i o n o f t h e

p r o b l e m l e a d s t o a m e t h o d f o r d e s i g n i n g � n i t e q u a n t i z e r s l e a d -

i n g t o p r a c t i c a l s t a b i l i t y . F o r c o n t i n u o u s - t i m e s y s t e m s t h e r e i s a

r e l a t i o n b e t w e e n t h e o p t i m a l s a m p l i n g t i m e T¤
a n d t h e o p t i m a l

q u a n t i z a t i o n s c a l i n g l a w ½¤
:

T¤
kX

i =1

¸ u
i (F ) = ln(1 +

p
2) ( 7 )

a n d

½¤(T¤) =
p

2 ¡ 1 ( 8 )

w h e r e ¸ u
i (F ) a r e t h e u n s t a b l e e i g e n v a l u e s o f t h e c o n t i n u o u s -

t i m e s y s t e m m a t r i x F .

N o t e t h a t ½¤ ¢T¤
i s a n i n v a r i a n t o f t h e c l a s s o f s i n g l e - i n p u t ,

c o n t i n u o u s - t i m e l i n e a r t i m e - i n v a r i a n t s y s t e m s . W e m a y t h i n k

o f t h e q u a n t i z e d , s t a b i l i z e d f e e d b a c k s y s t e m a s a s y m b o l i c d e -

s c r i p t i o n o f t h e s t a b i l i z e d l i n e a r f e e d b a c k s y s t e m . I t i s a l s o a n

e x a m p l e o f a s o u r c e - c o d i n g p r o b l e m w i t h a n o n - s t a n d a r d c r i t e -

r i o n f u n c t i o n . F o r d e t a i l s o f a b o v e s e e [ 1 0 ] .

T h e s t o c h a s t i c v e r s i o n o f t h i s p r o b l e m w h e r e t h e q u a n t i z e d s t a -

b i l i z a t i o n p r o b l e m i s p o s e d f o r

x(t + 1) = Ax (t) + bu(t) + w(t) ; t = 0; 1; : : : ( 9 )

w(t) b e i n g w h i t e G a u s s i a n n o i s e , i s e v e n m o r e i n t e r e s t i n g .

H e r e o n e c a n e x h i b i t t h e n o n l i n e a r e f f e c t s o f q u a n t i z a t i o n a s a

d e s i r a b l e e f f e c t a s o p p o s e d t o a s o u r c e o f n o i s e w h i c h i s u n d e -

s i r a b l e a n d s h o u l d b e g u a r d e d a g a i n s t . A l i t t l e b i t l a t e r w e s h a l l

s e e t h e d e s i r a b l e e f f e c t s o f q u a n t i z a t i o n i n a d i f f e r e n t c o n t e x t .

T h e g e n e r a l i z a t i o n t o t h e s t o c h a s t i c c a s e o f t h e a b o v e q u a n t i z a -

t i o n r e s u l t s c a n b e o b t a i n e d b y i n v o k i n g t h e n o t i o n o f a s t o r a g e

f u n c t i o n i n t h e s t o c h a s t i c c a s e .

D e � n i t i o n . A m e a s u r a b l e f u n c t i o n V : Rd ! R i s s a i d t o

b e s t o r a g e f u n c t i o n a s s o c i a t e d w i t h a s u p p l y r a t e g 2 C(Rn £
R; R) i f i t i s b o u n d e d f r o m b e l o w a n d

V(X (t)) +
tX

s=0

g
³

X (s); u(s)
´

; t > 0

i s a p o s i t i v e F t - s u p e r - m a r t i n g a l e f o r a l l

³
X (¢); u(¢)

´
, s a t i s f y -

i n g ( 9 ) , w h e r e

F t = ¾
³

X (s)
¯
¯
¯0 · s · t

´
:

F o r o u r p r o b l e m t h e f u n c t i o n g i s a q u a d r a t i c f u n c t i o n , a n d t h e

c o n t r o l u(t) i s o f t h e f o r m u(t) = k0x(t) . T h e d e t e r m i n i s t i c

r e s u l t s c a n b e g e n e r a l i z e d u s i n g t h e a b o v e d e � n i t i o n a n d e x -

p l o i t i n g t h e c o n n e c t i o n o f t h i s t o v a l u e f u n c t i o n s f o r e r g o d i c

c o n t r o l p r o b l e m s [ 8 ] .

3 D i s t r i b u t e d C o n t r o l a n d Q u a n t i z a t i o n

T o d e m o n s t r a t e h o w q u a n t i z e d c o n t r o l l e r s m a y h a v e i m p o r t a n t

a d v a n t a g e s , c o n s i d e r t h e f o l l o w i n g S t o c h a s t i c C o n t r o l p r o b l e m

o r i g i n a l l y p o s e d b y W i t s e n h a u s e n [ 2 3 , 1 4 ] :

T h e t i m e h o r i z o n T = f 0; 1; 2g. A l l r a n d o m v a r i -

a b l e s a r e s c a l a r . X 0 i s a G a u s s i a n r a n d o m v a r i a b l e



            

w i t h m e a n z e r o a n d v a r i a n c e ¾2
. T h e s t a t e t r a n s i t i o n

e q u a t i o n s a r e

X 1 = X 0 + u1 ( 1 0 )

X 2 = X 1 + u2 ( 1 1 )

H e r e u1 a n d u2 d e n o t e c o n t r o l v a l u e s . T h e o u t p u t

e q u a t i o n s a r e

Y1 = X 0

Y2 = X 1 + W1

)

( 1 2 )

w h e r e W i s a z e r o - m e a n , u n i t v a r i a n c e , G a u s s i a n

r a n d o m v a r i a b l e i n d e p e n d e n t o f X 0 . T h e c o s t f u n c -

t i o n t o b e m i n i m i z e d i s

E
(X 0 ;W 1 )

[k2u2
1 + X 2

2 ] ( 1 3 )

w h e r e t h e c o n t r o l p o l i c i e s h a v e t h e i n f o r m a t i o n s t r u c -

t u r e U1 = ° 1(Y1) a n d U2 = ° 2(Y2) w h e r e ° 1 a n d ° 2

a r e m e a s u r a b l e f u n c t i o n s o f Y1 a n d Y2 . N o t e t h a t

t h i s i s a n e x a m p l e o f a d i s t r i b u t e d c o n t r o l b e c a u s e

t h e c o n t r o l l e r a t s t a g e 2 d o e s n o t h a v e f u l l a c c e s s t o

t h e p a s t i n f o r m a t i o n . N o t e t h a t i f ° 2 c o u l d b e a f u n c -

t i o n o f (Y1; Y2; u1) , t h e n t h e c h o i c e o f ° 1(Y1) = 0
a n d ° 2(Y1; Y2; u1) = Y1 g i v e s u s z e r o c o s t . T h e b e s t

a f � n e c o n t r o l l e r

° 1(Y1) = aY1 = aX 0 and ° 2(Y2) = bY2

c a n b e c o m p u t e d , a n d t h e e x p e c t e d c o s t w h e r e b i s

c h o s e n o p t i m a l l y i s :

k2a2¾2 +
(1 + a)2¾2

1 + (1 + a)2¾2 :

T o c o m p u t e t h e o p t i m a l a, i f w e d e � n e t = ¾(1 + a) ,

w e s e e i t i s g i v e n i m p l i c i t l y b y t h e e q u a t i o n f o r t :

t
(1 + t2)2 = k2(¾¡ t)

F o r k = 0:1, ¾= 10, g i v e s u s a n a = ¡ 0:0101w i t h

o p t i m a l c o s t = 0:99.

N o w c o n s i d e r t h e f o l l o w i n g c o n t r o l

° 1(Y1) = ¡ Y1 + ¾sgn(Y1)

° 2(Y2) = ¾sgn(Y2)

)

( 1 4 )

T h i s c o n t r o l s t r a t e g y w h i c h u s e s q u a n t i z a t i o n , m a y b e t h o u g h t

o f a s d o i n g 1 - b i t q u a n t i z a t i o n f o l l o w e d b y M a x i m u m L i k e l i -

h o o d d e c o d i n g . N o w , b y c l o s e i n s p e c t i o n w e c a n s e e t h a t f o r

l a r g e ¾, t h e e x p e c t e d c o s t a t t h e s e c o n d s t a g e i s n e a r l y z e r o

s i n c e i t i s e q u a l t o 4¾2Pe(¾) w h e r e Pe i s t h e p r o b a b i l i t y o f d e -

c o d i n g e r r o r a t t h e s e c o n d s t a g e . B u t Pe o b v i o u s l y d i e s o f f a s

e¡ ¾2
2 s i n c e i t i s t h e i n t e g r a l o f a t a i l o f a G a u s s i a n r a n d o m v a r i -

a b l e . N o i n t e g r a l s n e e d t o b e c o m p u t e d . F u r t h e r m o r e , w e s e e

t h a t w e o n l y n e e d e d 1 s i m p l e n o n l i n e a r e l e m e n t ( t h e sgn f u n c -

t i o n – a c o m p a r a t o r ) f o r e a c h c o n t r o l l e r , m a k i n g t h e p r a c t i c a l

s i g n i � c a n c e o f t h e s e r e s u l t s c l e a r e r . T h i s p h e n o m e n o n i s n o t

s o m e t h i n g t h a t w e n e e d “ c o m p l i c a t e d ” n o n l i n e a r i t i e s t o t a k e

a d v a n t a g e o f .

B u i l d i n g o n t h e i n t u i t i o n g i v e n a b o v e , c o n s i d e r t h e f o l l o w i n g

f a m i l y o f “ q u a n t i z i n g ” c o n t r o l l e r s , p a r a m e t e r i z e d b y a s i n g l e

n u m b e r B .

° B
1 (y1) = ¡ y1 + B

j y1

B
+

1
2

k
( 1 5 )

° B
2 (y2) = B

j y2

B
+

1
2

k
( 1 6 )

T h e � r s t s t a g e t a k e s t h e i n p u t a n d “ q u a n t i z e s ” i t i n t o b i n s o f

s i z e B . T h e d e c o d e r t h e n j u s t l o o k s t o s e e w h i c h b i n t h e v a l u e

i s i n . C o n s i d e r n o w a s e r i e s o f p r o b l e m s (k; ¾)n a n d n o n l i n e a r

c o n t r o l l e r s a s f o l l o w s :

kn =
1
n2 ( 1 7 )

¾n = n2
( 1 8 )

Bn = n ( 1 9 )

F o r o u r p u r p o s e s , t h e a n a l y s i s o f t h e p e r f o r m a n c e o f t h e s e c o n -

t r o l l e r s i s a l s o s i m p l e . T h e � r s t s t a g e c o s t i s k2E((° B
1 (x0))2)

w h i c h b e i n s p e c t i o n c a n c e r t a i n l y b e b o u n d e d b y
k2B 2

4
s i n c e

t h e a b s o l u t e v a l u e o f t h e c o n t r o l i s c l e a r l y b o u n d e d a b o v e b y

B
2

. S i n c e , k2
n B 2

n
1
n2 , t h e � r s t s t a g e c o s t t e n d s t o z e r o i n t h i s

s e q u e n c e .

F o r t h e s e c o n d s t a g e , w e n o t i c e t h a t s i n c e t h e b i n s i z e B g r o w s

a s n w h i l e t h e v a r i a n c e o f t h e o b s e r v a t i o n n o i s e w s t a y s � x e d

a t 1 , t h a t t h e s e c o n d s t a g e c o s t i s z e r o , u n l e s s t h e n o i s e w h a s

m a g n i t u d e g r e a t e r t h a n
B
2

=
n
2

. B u t s i n c e w i s G a u s s i a n , t h i s

t a i l e v e n t h a p p e n s w i t h a p r o b a b i l i t y t h a t t e n d s t o z e r o a s e¡ n 2
8 .

S o , i n t h e l i m i t o f l a r g e n , t h e s e c o n d s t a g e c o s t i s z e r o a s w e l l .

T h u s

lim
n ! 1

E(Jn j° B n ) = 0 ( 2 0 )

B u t w h a t h a p p e n s t o t h e a f � n e c o s t ? E x a m i n i n g E q u a t i o n 1 3 ,

a n d s u b s t i t u t i n g , w e h a v e :

E(Jn j° a± ne) = a2 +
(1 + a)2

1
n 4 + (1 + a)2

( 2 1 )

C l e a r l y ,

lim
n ! 1

E(Jn j° a± ne) = a2 + 1 ( 2 2 )

A n d s o , w e c a n s e e t h a t t h e m i n i m u m c o s t i s a c h i e v e d b y s e t -

t i n g a t o z e r o , g i v i n g u s

lim
n ! 1

E(Jn j° besta± ne) = 1 ( 2 3 )

S o , t h e r a t i o
E(Jn j° besta±ne )

E (Jn j° B n )
t e n d s t o i n � n i t y !



                 

D i s c u s s i o n

W e h a v e s e e n t h a t i n t h e c a s e o f t h i s p a r t i c u l a r i n f o r m a t i o n p a t -

t e r n , a n o n l i n e a r c o n t r o l l e r c a n b e s u p e r i o r t o t h e b e s t l i n e a r

o n e . C a n w e g e t a n y i n t u i t i o n a s t o w h y t h i s s i t u a t i o n a r o s e ?

I t s e e m s t h a t s i n c e t h e c o s t o f c o n t r o l i n s t a g e 2 i s z e r o , a l l t h a t

m a t t e r e d a t t h e s e c o n d s t a g e w a s h o w w e l l i t c o u l d p r e d i c t x1 .

A l s o , b y n o t p e n a l i z i n g t h e s t a t e a n d k e e p i n g t h e c o s t o f c o n t r o l

i n s t a g e 1 l o w , w e w e r e e f f e c t i v e l y g i v i n g t h e � r s t s t a g e a l o t o f

f r e e d o m i n s e t t i n g x1 a n d a s t r o n g i n c e n t i v e t o v i e w t h e o u t p u t

x1 p u r e l y a s a w a y t o c o m m u n i c a t e o v e r a G a u s s i a n c h a n n e l

w i t h t h e s e c o n d s t a g e a b o u t t h e s t a t e . T h i s c o i n c i d e n c e o f t h e

m e s s a g e
1

a n d t h e m e s s e n g e r
2

i s w h a t i s c a u s i n g t h i s s e e m i n g l y

s t r a n g e b e h a v i o r .

I d e a l l y , w h a t w e w o u l d l i k e i s f o r t h e m e s s a g e t o b e s i m p l e

( i . e . l o w e n t r o p y = i n f o r m a t i v e p r i o r
3

) s o t h a t t h e r e i s l e s s -

i n f o r m a t i o n f o r t h e d e c o d e r t o t r y a n d e x t r a c t f r o m t h e s i g n a l .

H o w e v e r , t o g e t t h e m e s s a g e a c r o s s i n t a c t , w e w o u l d l i k e t h e

m e s s e n g e r t o h a v e h i g h - e n e r g y s o t h a t t h e s i g n a l - t o - n o i s e r a -

t i o i s f a v o r a b l e ( h i g h m u t u a l i n f o r m a t i o n = i n f o r m a t i v e l i k e -

l i h o o d s
4

) . U n f o r t u n a t e l y , w h e n w e r e s t r i c t o u r s e l v e s t o a f � n e

c o n t r o l l e r s f o r t h i s p r o b l e m , t h e s e t w o o b j e c t i v e s a r e i n d i r e c t

o p p o s i t i o n . A n a f � n e c o n t r o l l e r i m p l i e s G a u s s i a n s t a t e a n d f o r

a G a u s s i a n r a n d o m v a r i a b l e , h i g h e n e r g y i m p l i e s h i g h e n t r o p y

a n d l o w e n t r o p y i m p l i e s l o w e n e r g y .

4 L Q G a n d i t s V a r i a n t s ( S e e [ 4 , 2 1 , 2 0 ] )

I n t h i s s e c t i o n w e e x a m i n e t h e L G Q p r o b l e m u n d e r c o m m u n i -

c a t i o n c o n s t r a i n t s . I n S e c . 4 . 1 w e s t a t e t h e p r o b l e m . I n S e c . 4 . 2

w e s t a t e a l o w e r b o u n d i n t e r m s o f t h e s e q u e n t i a l r a t e d i s t o r t i o n

f u n c t i o n d e � n e d i n S e c . 4 . 2 . I n S e c . 4 . 3 w e s t a t e u p p e r b o u n d s .

F i n a l l y w e c o n c l u d e i n S e c . 4 . 4 .

4 . 1 P r o b l e m S e t u p

T h r o u g h o u t t h i s s e c t i o n w e c o n s i d e r t h e f o l l o w i n g t i m e -

i n v a r i a n t s y s t e m :

X n +1 = AX n + B Un + Wn 8n ¸ 0 ( 2 4 )

w h e r e f X n g i s a Rd
- v a l u e d s t a t e p r o c e s s a n d f Un g i s a Rm

-

v a l u e d c o n t r o l p r o c e s s . T h e s e q u e n c e f Wn g i s I I D G a u s s i a n

» N (0; K W ) . A n d t h e i n i t i a l p o s i t i o n X 0 » N (0; K X ) .

O u r g o a l i s t o m i n i m i z e t h e l o n g - t e r m a v e r a g e c o s t

lim sup
N ! 1

1
N

E
· N ¡ 1X

n =0

X 0
n QX n + U0

n TUn

¸
( 2 5 )

w h e r e Q i s p o s i t i v e s e m i d e � n i t e a n d T i s p o s i t i v e d e � n i t e .

1 x1 i s e x a c t l y w h a t w e w a n t t o c o m m u n i c a t e t o t h e s e c o n d s t a g e .

2 x1 i s a l s o t h e i n p u t t o t h e “ c h a n n e l ”

3
T h e i n t u i t i o n i n v o l v e d i s t h a t l o w e n t r o p y i m p l i e s l e s s u n p r e d i c t a b i l i t y .

L e s s u n p r e d i c t a b i l i t y m e a n s t h a t o u r p r i o r k n o w l e d g e i s q u i t e s t r o n g .

4
T h e i n t u i t i o n f o r t h e c a s e o f s i g n a l l i n g i s t h a t w e w a n t t o r e d u c e t h e e f f e c t

o f t h e n o i s e . W e d o t h i s b y h a v i n g a l a r g e m u t u a l i n f o r m a t i o n b e t w e e n t h e

i n p u t a n d o u t p u t o f t h e c h a n n e l . U s i n g t h e t e r m s o f h y p o t h e s i s - t e s t i n g , t h i s

m e a n s t h a t w e w o u l d l i k e o u r “ l i k e l i h o o d ” t e r m s t o b e s t r o n g l y d i s c r i m i n a t i n g .

F i g u r e 2 : S y s t e m

U n d e r f u l l s t a t e o b s e r v a t i o n i t i s w e l l k n o w n t h a t t h e o p t i m a l

s t e a d y s t a t e c o n t r o l l a w i s a l i n e a r g a i n o f t h e f o r m Un = LX n

w h e r e

L = ¡ (B 0PB + T)¡ 1B 0PAX ( 2 6 )

w h e r e P s a t i s � e s t h e R i c c a t i e q u a t i o n

P = A0(P ¡ PB (B 0PB + T)¡ 1B 0P)A + Q : ( 2 7 )

F u r t h e r m o r e t h e o p t i m a l c o s t i s

E(W 0PW ) = tr (PK W ) : ( 2 8 )

T h e s e s t a n d a r d r e s u l t s c a n b e f o u n d i n [ 2 ] .

O u r p r o b l e m d i f f e r s f r o m t h e s t a n d a r d L Q G r e s u l t b e c a u s e w e

h a v e a c o m m u n i c a t i o n c h a n n e l b e t w e e n t h e s e n s o r a n d t h e c o n -

t r o l l e r . S e e F i g . 2 . T h e c h a n n e l h a s a n i n p u t a l p h a b e t A a n d

a n o u t p u t a l p h a b e t B. T h e c h a n n e l i s d e � n e d b y a s e q u e n c e o f

s t o c h a s t i c k e r n e l s f Q(dBn jan ; bn ¡ 1)g1
n =0 . I n t h i s s e c t i o n w e

t r e a t t w o c h a n n e l s . T h e d i g i t a l n o i s e l e s s c h a n n e l w i t h a r a t e R
i n w h i c h A = B = § f o r s o m e � n i t e s e t § . F o r t h e d i g i t a l

c h a n n e l w e h a v e bn = an . A n d t h e a d d i t i v e w h i t e G a u s s i a n

n o i s e c h a n n e l w i t h p o w e r c o n s t r a i n t P i n w h i c h A = B = Rd
.

F o r t h i s c h a n n e l Bn = An + Vn w h e r e Vn i s a z e r o m e a n G a u s -

s i a n w i t h c o v a r i a n c e K V . T h e r a t e i s R = 1
2 log2(1 + P) .

W e n o w q u i c k l y d e � n e t h e e n c o d e r , d e c o d e r , a n d t h e c o n t r o l l e r .

E n c o d e r : T h e e n c o d e r a t t i m e n i s a m a p

En : Rd(n +1) £ A n £ Bn £ Rmn ! A

t h a t t a k e s

(xn ; an ¡ 1; bn ¡ 1; un ¡ 1) 7! an :

N o t e t h a t t h e e n c o d e r i s a l l o w e d t o b e a f u n c t i o n o f t h e p a s t

c o n t r o l s a n d p a s t c h a n n e l o u t p u t s .

D e c o d e r : T h e d e c o d e r a t t i m e n i s a m a p

Dn : Bn +1 £ Rdn £ Rmn ! Rd

t h a t t a k e s

(bn ; x̂n ¡ 1; un ¡ 1) 7! x̂n :



              

T h e o u t p u t o f t h e d e c o d e r i s s o m e e s t i m a t e o f t h e s t a t e . I n

t h e s e q u e l t h e o u t p u t w i l l b e t h e c o n d i t i o n a l e x p e c t a t i o n o f t h e

c u r r e n t s t a t e g i v e n t h e c h a n n e l o u t p u t s a n d c o n t r o l s .

C o n t r o l l e r : T h e c o n t r o l l e r a t t i m e n i s a m a p

Cn : Rd ! Rm

t h a t t a k e s

x̂n 7! un :

N o t e t h a t t h e e n c o d e r h a s a v a i l a b l e t o i t a l l t h e i n f o r m a t i o n t h a t

t h e d e c o d e r h a s . T h i s i s c a l l e d e q u i - m e m o r y .

N o t e a l s o t h a t t h e c o n t r o l l e r i s a f u n c t i o n o f t h e s t a t e e s t i m a t e .

T h u s w e a r e i m p o s i n g a c e r t a i n t y e q u i v a l e n t s t r u c t u r e o n t h e

c o n t r o l l e r .

D e � n e X̂ n = E(X n jB n ; X̂ n ¡ 1; Un ¡ 1) . A n d d e � n e en =
X n ¡ X̂ n .

L e m m a 4 . 1 . T h e e r r o r en i s i n d e p e n d e n t o f a l l c o n t r o l c h o i c e s

Un ¡ 1
f o r a l l n .

P r o o f . T h i s i s k n o w n . S e e [ 2 ] . F i r s t n o t e t h a t

en +1 = X n +1 ¡ X̂ n +1

= AX n + B Un + Wn ¡ E (AX n + B Un

+ Wn jB n +1 ; X̂ n ; Un )

= AX n + B Un + Wn ¡ E (AX̂ n + Aen + B Un

+ Wn jB n +1 ; X̂ n ; Un )

= Aen + Wn ¡ E (Aen + Wn jB n +1 ; X̂ n ; Un )

W e p r o v e t h i s b y i n d u c t i o n . F i r s t n o t e t h a t e0 = X 0 ¡
E (X 0jB0) . N o w e1 = Ae0 + W0 ¡ E (Ae0 + W0jB 1; X̂ 0; U0) .

T h i s i s i n d e p e n d e n t o f U0 . A s s u m e t h a t en i s i n d e p e n d e n t o f

Un ¡ 1
. T h e n b y t h e i n d u c t i o n h y p o t h e s i s en +1 = Aen + Wn ¡

E (Aen + Wn jB n +1 ; X̂ n ; Un ) m u s t b e i n d e p e n d e n t o f Un
. ¥

L e m m a 4 . 2 . I f t h e e r r o r i s i n d e p e n d e n t o f t h e c o n t r o l s t h e n t h e

c e r t a i n t y e q u i v a l e n t c o n t r o l l e r i s o p t i m a l .

P r o o f . T h i s c a n b e f o u n d i n [ 2 2 ] .

T h e f o l l o w i n g s t e p s f o l l o w f r o m B o r k a r - M i t t e r [ 4 ] . T h e r u n -

n i n g c o s t c a n b e w r i t t e n a s

E(X 0
n QX n + U0

n TUn ) = E(X̂ 0
n QX̂ n + U0

n TUn )+ E(e0
n Qen )

F u r t h e r m o r e t h e e v o l u t i o n o f X̂ n c a n b e w r i t t e n a s

X̂ n +1 = AX̂ n + B Un + Ŵn

w h e r e Ŵn = Aen + Wn ¡ en +1 .

B u t i n t h i s c a s e w e h a v e a f u l l s t a t e o b s e r v a t i o n L Q G p r o b l e m

w i t h s t a t e p r o c e s s X̂ n a n d r u n n i n g c o s t E(X̂ 0
n QX̂ n + U0

n TUn ) .

T h u s t h e o p t i m a l c o n t r o l l a w i s g i v e n b y ( 2 6 ) . ¥

A s s u m e t h a t var(en ) = D f o r a l l n . T h e n t h e o p t i m a l c o s t f o r

t h e o r i g i n a l p r o b l e m i s

lim sup
n ! 1

1
N

E

"
N ¡ 1X

n =0

X 0
n QX n + U0

n TUn

#

= lim sup
n ! 1

1
N

N ¡ 1X

n =0

E(X̂ 0
n QX̂ n + U0

n TUn ) + E(e0
n Qen )

= tr (TK ~W ) + tr (QD )

= tr (TK W ) + tr (A0PA ¡ P + Q)D)

N o t e t h a t t h e o p t i m a l c o s t d e c o m p o s e s i n t o t w o t e r m s . T h e

� r s t t e r m i s t h e f u l l s t a t e c o s t a n d t h e s e c o n d t e r m d e p e n d s

o n l y o n D t h e s t a t e e s t i m a t i o n e r r o r c o v a r i a n c e . T h u s w e h a v e

r e d u c e d t h e p r o b l e m o f c o m p u t i n g t h e o p t i m a l c o s t t o t h a t o f

m i n i m i z i n g tr ((A0PA ¡ P + Q)D) o v e r a g i v e n c h a n n e l .

4 . 2 L o w e r B o u n d

W e c a n l o w e r b o u n d t h e tr ((A0PA ¡ P + Q)D) t e r m b y t r e a t -

i n g t h e p r o b l e m a s a s e q u e n t i a l r a t e d i s t o r t i o n p r o b l e m f o r t h e

s o u r c e X n +1 = AX n + Wn w i t h s q u a r e d e r r o r d i s t o r t i o n m e t -

r i c a n d a w e i g h t m a t r i x A0PA ¡ P + Q = M .

L o w e r b o u n d s c a n b e d e t e r m i n e d b y t h e s e q u e n t i a l r a t e d i s t o r -

t i o n c a l c u l a t i o n .

S e q u e n t i a l r a t e d i s t o r t i o n t h e o r y ( s e e [ 1 , 1 7 ] a n d t h e r e f e r e n c e s

c i t e d t h e r e ) h a s a k e y r o l e t o p l a y i n t h i s p r o b l e m . I n o u r s i t u a -

t i o n , w e c o n s i d e r t h e p r o c e s s

X (k + 1) = AX (k) + W (k)

w i t h (W (k)) w h i t e G a u s s i a n n o i s e , t h e s e q u e n t i a l r a t e d i s t o r -

t i o n p r o b l e m i s d e � n e d a s f o l l o w s :

DN ;Seq:(R; M ) = Inf P (X̂ N
1 jX N

1 )

£
1
N

E

Ã
NX

k=1

h
(X (k) ¡ X̂ (k); M (X (k) ¡ X̂ (k)))

i
!

w h e r e M i s p o s i t i v e d e � n i t e , s u b j e c t t o t h e r a t e c o n s t r a i n t

1
N

I (X̂ N
1 ; X N

1 ) · R , w h e r e I (X̂ N
1 ; X N

1 ) i s t h e m u t u a l i n f o r -

m a t i o n b e t w e e n X̂ N
1 a n d X N

1 , a n d w h e r e t h e m i n i m i z a t i o n i s

c a r r i e d o u t o v e r a l l P(X̂ N
1 jX N

1 ) w h i c h a r e c a u s a l , t h a t i s o f t h e

f o r m

NY

k=1

P(X̂ k jX k ) . T h e r a t e d i s t o r t i o n f u n c t i o n i s

DSeq:(R; M ) = lim
N ! 1

DN ;Seq:(R; M ) :



            

F o r s i m p l i c i t y , c o n s i d e r t h e s c a l a r c a s e . A s u r p r i s i n g r e s u l t i s

t h a t t h e r e i s a m i n i m u m r a t e , R > log2 A , r e q u i r e d t o s t a b i l i z e

t h e s y s t e m . I n t h i s c a s e

DSeq:(R; M ) =
M K W

22R ¡ A2

w h e r e § W i s t h e v a r i a n c e o f W . F o r s p e c i a l c h a n n e l s , i n -

c l u d i n g t h e A W G N w i t h e q u i - m e m o r y , DSeq:(R; M ) c a n b e

a c h i e v e d . T h e s t r u c t u r e o f t h e m i n i m i z i n g c o n d i t i o n a l l a w s u g -

g e s t s t h a t t h e o p t i m a l s t r u c t u r e o f t h e e n c o d e r i s p r e d i c t i v e .

N o t e t h a t t h i s l o w e r b o u n d h o l d s c o m p l e t e l y i n d e p e n d e n t o f

t h e e n c o d e r , d e c o d e r a n d c o n t r o l l e r . T h e q u e s t i o n t h e n b e -

c o m e s w h e n c a n w e a c h i e v e t h e s e q u e n t i a l r a t e d i s t o r t i o n l o w e r

b o u n d . W e c a n a c h i e v e i t i f t h e c h a n n e l w e a r e g i v e n i s

“ m a t c h e d ” t o t h e s o u r c e .

4 . 3 U p p e r B o u n d

I f t h e c h a n n e l i s m a t c h e d t o t h e s o u r c e X n +1 = AX n + Wn

t h e n w e c a n a c h i e v e t h e s e q u e n t i a l r a t e d i s t o r t i o n v a l u e . I f t h e

c h a n n e l i s a d i g i t a l c h a n n e l t h e n tr ((A0PA ¡ P + Q)D) w i l l

e q u a l t h e o p e r a t i o n a l s e q u e n t i a l r a t e d i s t o r t i o n b o u n d .

4 . 4 C o n c l u s i o n s

E q u i - m e m o r y i s a s t r o n g c o n d i t i o n a n d g e n e r a l l y r e q u i r e s a t

l e a s t o n e n o i s e l e s s l i n k . O n e n e e d s a w a y f o r t h e d e c o d e r t o

c o m m u n i c a t e t o t h e e n c o d e r . N o w , i n a g e n e r a l w a y , w e c a n

c o n s i d e r t h e p l a n t a s a c h a n n e l . C o n s i d e r t h e s c a l a r c a s e a n d

c h a n g e t h e q u a d r a t i c c o s t o n Uk t o a h a r d c o n s t r a i n t : E(U2
k ) ·

P2 . A s s u m e t h a t t h e e n c o d e r h a s n o i s y o b s e r v a t i o n s o f Uk .

L e t R2 = 1
2 log2(1 + B 2 P2

K W
) . A n e c e s s a r y c o n d i t i o n f o r w e l l -

p o s e d n e s s i s t h a t R2 ¸ log2 A .

R e t u r n i n g t o t h e o r i g i n a l a v e r a g e c o s t p r o b l e m , i f t h e r e i s n o

c o s t o n c o n t r o l , t h e n t h e e q u i - m e m o r y a s s u m p t i o n c a n b e d i s -

p e n s e d w i t h . O t h e r w i s e , t h e r e i s a f u n d a m e n t a l t r a d e o f f b e -

t w e e n c o n t r o l e n e r g y a n d c a p a c i t y r e q u i r e d f r o m t h e e n c o d e r

t o t h e d e c o d e r . S u b - o p t i m a l s c h e m e s w h i c h a r e o p t i m a l i n t h e

h i g h - r a t e r e g i m e c a n b e d e s i g n e d w h e n t h e e q u i - m e m o r y a s -

s u m p t i o n c a n n o t b e j u s t i � e d .

A m o r e g e n e r a l v i e w o f t h i s p r o b l e m w h e r e t h e s t a t e p r o c e s s

i s a c o n t r o l l e d M a r k o v C h a i n h a s b e e n c o n s i d e r e d i n [ 6 ] . I n

o t h e r w o r k , w e h a v e s h o w n h o w t h e o p t i m a l s e q u e n t i a l q u a n t i -

z a t i o n o f M a r k o v s o u r c e s c a n b e v i e w e d a s a p a r t i a l l y o b s e r v e d

s t o c h a s t i c c o n t r o l p r o b l e m [ 6 ] .

5 T o w a r d s a D y n a m i c a l V i e w

o f I n f o r m a t i o n T h e o r y

T h e d i s c u s s i o n i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n r a i s e s a n e w p r o b l e m i n

I n f o r m a t i o n T h e o r y :

H o w c a n o n e r e l i a b l y t r a n s m i t a n u n s t a b l e s o u r c e

o v e r a n o i s y c h a n n e l t h r o u g h a p p r o p r i a t e s o u r c e a n d

c h a n n e l c o d i n g a n d d e c o d i n g a t t h e r e c e i v i n g e n d ?

M o r e p r e c i s e l y , g i v e n a s c a l a r d i s c r e t e - t i m e � n i t e - s t a t e M a r k o v

s o u r c e (X (t)) g i v e n b y

X (t + 1) = aX (t) + W (t) ; a > 1; t = 0; 1; : : :

a n d (W (t)) t ¸ 0 i s a d d i t i v e w h i t e G a u s s i a n n o i s e o r b o u n d e d

n o i s e w i t h � n i t e s u p p o r t a n d a m e m o r y l e s s c h a n n e l ( o r a d d i t i v e

w h i t e G a u s s i a n n o i s e c h a n n e l ) i s i t p o s s i b l e t o d e s i g n e n c o d e r s

a n d d e c o d e r s w i t h i n a s p e c i � e d � n i t e e n d t o e n d d e l a y c o n -

s t r a i n t s o t h a t t h e o u t p u t o f t h e d e c o d e r (X̂ (t)) a c h i e v e s a d e -

s i r e d m e a n - s q u a r e d p e r f o r m a n c e Supt ¸ 0E(X (t) ¡ X̂ (t))2 ·
K ?

A s i m i l a r q u e s t i o n w a s p o s e d b y B e r g e r [ 1 ] f o r t h e W i e n e r p r o -

c e s s a n d a n i n f o r m a t i o n t r a n s m i s s i o n t h e o r e m f o r t h i s c a s e h a s

b e e n a n o p e n p r o b l e m f o r m a n y y e a r s . I n A n a n t S a h a i ' s t h e -

s i s [ 1 9 ] a s o l u t i o n t o t h i s p r o b l e m i s p r e s e n t e d . T h e s o l u t i o n r e -

q u i r e s a d y n a m i c a l v i e w o f I n f o r m a t i o n T h e o r y , s i n c e t h e m e s -

s a g e , t h e M a r k o v S o u r c e , i s n o t g i v e n a t t i m e ¡ 1, b u t u n f o l d s i n

t i m e a n d a l i t t l e t h o u g h t w i l l m a k e i t c l e a r t h a t b l o c k c o d i n g o f

a n y k i n d w i l l n o t w o r k i n t h i s s i t u a t i o n . I n d e e d , a l l c o d i n g a n d

d e c o d i n g o p e r a t i o n s m u s t b e c a u s a l , c a u s a l i t y s u i t a b l y d e � n e d .

I n t h i s p r o b l e m , t h e s e p a r a t i o n o f s o u r c e a n d c h a n n e l c o d i n g i s

n o l o n g e r o b v i o u s a n d s e p a r a t i o n h a s t o b e i m p o s e d b y a n e w

d e � n i t i o n o f c h a n n e l c a p a c i t y .

Canytime (®)

= Sup
n

Rj9(K > 0; Rate(²; D a) = R) 8d > 0

Perror (²; D amd) · K ¢2¡ ®D
o

I n t h e a b o v e ² d e n o t e s t h e e n c o d e r , D a
t h e a n y t i m e d e c o d e r

a n d d t h e p r e s c r i b e d d e l a y .

T h i s d e � n i t i o n s h o u l d b e c o n t r a s t e d w i t h t h e c l a s s i c a l o p e r a -

t i o n a l d e � n i t i o n o f c a p a c i t y . T h e e x p o n e n t ® i s r e l a t e d t o t h e

e r r o r e x p o n e n t s c o r r e s p o n d i n g t o b l o c k c o d i n g a n d c o n v o l u -

t i o n a l c o d i n g . A p p r o p r i a t e s o u r c e a n d c h a n n e l c o d i n g t h e o -

r e m s f o r t h i s p r o b l e m w i t h t h e a b o v e d e � n i t i o n o f c a p a c i t y a r e

p r o v e d i n [ 1 9 ] . I w a n t t o e m p h a s i z e t h a t t h e t o t a l e n d t o e n d

d i s t o r t i o n p r o b l e m h a s t o b e c o n s i d e r e d f o r t h i s s i t u a t i o n a n d

t h e d y n a m i c a l v i e w w h i c h I h a v e r e f e r r e d t o i s a n e s s e n t i a l e l e -

m e n t i n t h e s o l u t i o n t o t h i s p r o b l e m .

T h e d i s c u s s i o n s i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n a n d t h i s s e c t i o n p r o -

v i d e s e v i d e n c e a s t o w h y t h e s e q u e n t i a l ( z e r o d e l a y ) r a t e d i s -

t o r t i o n p r o b l e m i s a n i m p o r t a n t p r o b l e m . A l t h o u g h i t w o u l d b e

t o o m u c h t o e x p e c t t h a t a S h a n n o n - l i k e r a t e d i s t o r t i o n t h e o r e m

w o u l d b e t r u e i n t h i s c a u s a l s i t u a t i o n ( s e e [ 1 7 ] , f o r e x a m p l e ) ,

i t i s s t i l l i m p o r t a n t t o c h a r a c t e r i z e i n a p r e c i s e w a y t h e g a p b e -

t w e e n t h e n o n - c a u s a l r a t e d i s t o r t i o n f u n c t i o n a n d t h e c a u s a l r a t e

d i s t o r t i o n f u n c t i o n . T h i s h a s b e e n c a r r i e d o u t i n [ 7 ] .

6 C o n t r o l a n d C o m m u n i c a t i o n a s

I n t e r c o n n e c t i o n o f P r o b a b i l i s t i c S y s t e m s

I n [ 1 8 ] , W i l l e m s h a s p r o p o s e d a d e � n i t i o n o f D y n a m i c a l S y s -

t e m s a n d a m e t h o d o l o g y f o r c o n t r o l w h i c h c o n s i s t s o f i n t e r c o n -

n e c t i n g t w o d y n a m i c a l s y s t e m s t o o b t a i n a d e s i r e d b e h a v i o r .



             

W e p r o p o s e h e r e a g e n e r a l i z a t i o n o f t h i s v i e w t o P r o b a b i l i s t i c

S y s t e m s . T h i s m e t h o d o l o g y h a s b e e n e x p l o i t e d i n t h e t h e s i s o f

T a t i k o n d a [ 2 0 ] .

L e t ­ b e a � n i t e s e t a n d ­ Z
b e t h e s e t o f s e q u e n c e s t h o u g h t

o f a s a c o m p a c t , m e t r i z a b l e s p a c e . L e t P(­ Z ) b e t h e c o n v e x ,

w e a k
¤

c o m p a c t s e t o f a l l p r o b a b i l i t y m e a s u r e s o n ­ Z
.

T h e s h i f t

¾: ­ Z ! ­ z¢

i n d u c e s a c o n t i n u o u s a f � n e t r a n s f o r m a t i o n

¾̂: P(­ Z ) ! P(­ Z ) :

D e � n i t i o n 6 . 1 . A r a n d o m s y s t e m i s a c o n v e x s u b s e t S ½
P(­ Z ) . I f ¾̂S µ S, w e s a y t h a t S i s a s h i f t - i n v a r i a n t r a n d o m

s y s t e m .

W e h a v e a n a t u r a l e m b e d d i n g .

j : ­ Z ! P(­ Z )

: x 7! ±x

D e � n i t i o n 6 . 2 . A r a n d o m s y s t e m S i s s a i d t o b e c o m p l e t e i f f

¹ ²P(­ Z ) w i t h ¹
¯
¯
¯
I
²S

¯
¯
¯
I
8I � n i t e i n t e r v a l s o f Z ) ¹ ²S.

D e � n i t i o n 6 . 3 . A r a n d o m s y s t e m S i s s a i d t o b e L - c o m p l e t e i f f

i n t h e a b o v e d e � n i t i o n w e c a n r e s t r i c t I t o b e I = [t; t + L ].

P r o p o s i t i o n 6 . 4 . ( T o p o l o g i c a l C h a r a c t e r i z a t i o n )

L e t S b e a r a n d o m s y s t e m o v e r ­ Z
. T h e f o l l o w i n g a r e e q u i v a -

l e n t :

( i ) S i s c o m p l e t e a n d S
¯
¯
¯
I

i s c l o s e d i n P(­ I )8I � n i t e i n t e r v a l .

( i i ) S i s c l o s e d i n t h e w e a k
¤

- t o p o l o g y .

T h i s i s a n a t u r a l g e n e r a l i z a t i o n o f t h e w o r k o f W i l l e m s f o r d e -

t e r m i n i s t i c s y s t e m s .

j i s a c o n t i n u o u s m a p . W e u s e t h e n o t a t i o n :

P±(­ Z ) := j (­ Z ) :

D e � n i t i o n 6 . 5 . ( F a g n a n i ) A r a n d o m s y s t e m S i s s a i d t o b e d e -

t e r m i n i s t i c i f 9~S µ ­ Z
s . t .

S = Conv:(j ~S) :

I f I µ Z , w e h a v e a p r o j e c t i o n

¦ I : ­ Z ! ­ I

: x 7! ¦ I (x) = x
¯
¯
¯
I

I f S i s a r a n d o m s y s t e m , w e l e t

S
¯
¯
¯
I

=
n

~¦ I ¹
¯
¯
¯¹ ²S

o

w h e r e ~¦ I i s t h e p r o j e c t i o n ( i n d u c e d ) o n P(­ Z ) . S
¯
¯
¯
I

i s a c o n -

v e x s u b s e t o f P(­ I ) .

L e t S ½ P(­ Z ) b e a c o m p l e t e ~¾- i n v a r i a n t r a n d o m s y s t e m . S
i s t h e r e f o r e c o m p l e t e l y d e t e r m i n e d b y a c o n v e x s e t

S
¯
¯
¯
[0;1]

µ P(­ £ ­) ,! Rj ­ j z

I n t h e d e t e r m i n i s t i c c a s e S
¯
¯
¯
[0;1]

i s e s s e n t i a l l y e q u i v a l e n t t o

s p e c i f y i n g a d i r e c t e d g r a p h , c o n s i s t i n g o f 0 a n d 1 a l o n g t h e

a r c s .

D e � n i t i o n 6 . 6 . G i v e n t w o r a n d o m s y s t e m s S1 µ P(­ Z ) a n d

S2 µ P(­ Z ) i t s i n t e r c o n n e c t i o n i s t h e r a n d o m s y s t e m

S1 \ S2 µ P(­ Z ) :

T h e p r o b l e m o f c o n t r o l i s t h e n t h e f o l l o w i n g : G i v e n a r a n d o m

s y s t e m Su µ P(­ Z ) a n d a d e s i r e d b e h a v i o r Sd µ P(­ Z ) ,

� n d a c o n t r o l l e r Sc µ P(­ Z ) s u c h t h a t

d(Sd ; Su \ Sc)

i s m i n i m i z e d , w h e r e d i s a n a p p r o p r i a t e d i s t a n c e m e a s u r e b e -

t w e e n t w o w e a k
¤

- c l o s e d c o n v e x s e t s i n t h e s p a c e o f a l l p r o b a -

b i l i t y m e a s u r e s P(­ Z ) .

7 C o n c l u s i o n s

I n t h i s p a p e r I h a v e s u g g e s t e d t h a t a u n i � e d v i e w o f C o n t r o l a n d

C o m m u n i c a t i o n i s b a d l y n e e d e d i f w e a r e t o m a k e p r o g r e s s t o -

w a r d s a s c i e n c e o f d i s t r i b u t e d s y s t e m s , w h e r e s u b s y s t e m s a r e

l i n k e d v i a C o m m u n i c a t i o n c h a n n e l s . I h a v e g i v e n e x a m p l e s t o

s h o w h o w i n f o r m a t i o n a l q u e s t i o n s n e e d t o b e a s k e d i n a c o n -

t r o l c o n t e x t a n d h o w c o n t r o l q u e s t i o n s n e e d t o b e a s k e d i n a n

i n f o r m a t i o n a l c o n t e x t . T h e s u b j e c t i s c l e a r l y i n i t s i n f a n c y a n d

m u c h n e e d s t o b e d o n e .

A c k n o w l e d g e m e n t s

T h i s r e s e a r c h h a s b e e n s u p p o r t e d b y t h e N S F - K D I G r a n t E C S -

9 8 7 3 4 5 1 a n d b y t h e A r m y R e s e a r c h O f � c e u n d e r G r a n t D A A D

1 9 - 0 0 - 1 - 0 4 6 6 .

N o t e :

T h i s i s a n e x p a n d e d v e r s i o n o f t h e a u t h o r ' s p l e n a r y t a l k a t t h e

I n t e r n a t i o n a l S y m p o s i u m o n I n f o r m a t i o n T h e o r y 2 0 0 0 , S o r -

r e n t o , I t a l y . I t r e p r e s e n t s j o i n t w o r k w i t h V . B o r k a r , N . E l i a ,

A . S a h a i a n d S . T a t i k o n d a . T h i s p a p e r c o u l d n o t h a v e b e e n

w r i t t e n w i t h o u t t h e i r i m p o r t a n t a n d e s s e n t i a l c o n t r i b u t i o n s .
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